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MIEMBROS PROTECTORES DE LA ASOCIACION TECNICA
ESPANOLA DEL PRETENSADO

Dentro de nuestra Asociacion existe una categoria, la de ““Miembro Protector”, a la que pueden

acogerse, previo pago de la cuota especial al efecto establecida, todos los Miembros que voluntaria-
mente lo soliciten. Hasta la fecha de cierre dei presente nimero de la Revista, figuran inscritos en esta
categoria de “Miembros Protectores” los que a continuacion se indican, citados por orden alfabético:

ACEROS Y TECNOLOGIA PARA LA CONSTRUCCION, S.A. (ATECSA).— P° de la Habana,
14. 28036 Madrid.

AGROMAN EMPRESA CONSTRUCTORA, S.A.— Raimundo Fernandez Villaverde, 43. 28003
Madrid.

AGRUPACION DE FABRICANTES DE CEMENTO DE ESPANA “OFICEMEN" .— Veldzquez,
23. 28001 Madrid.

ALCAL.— Independencia, 4 - 4°. 24001 Le6n.

ALVI, S.A. (PREFABRICADOS ALBAJAR).— Orense, 10. 28020 Madrid.

AUTOPISTAS, CONCESIONARIA ESPANOLA, S.A.— Plaza Gala Placidia, 1. 08006 Barcelona.

BIGUETES, S.L.— Partida Altabix, s/n. 03000 Eiche (Alicante).

CAMARA, S.A.— Apartado 180. 36080 Pontevedra.

CARLOS FERNANDEZ CASADO, S.A.— Grijalba, 9. 28006 Madrid.

CEMENTOS MOLINS, S.A.— C.N. 340, Km. 329,300. 08620 Sant Vicenc dels Horts (Barcelona).

CENTRO DE ESTUDIOS Y EXPERIMENTACION DE OBRAS PUBLICAS (CEDEX). Gabinete
de Informacion y Documentacion.— Alfonso XII, 3. 28014 Madrid.

CENTRO DE TRABAJOS TECNICOS, S.A., C.T.T., S.A.— Aribau, 185. 08021 Barcelona.

COLEGIO DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS.— Almagro, 42. 28010
Madrid.

COLEGIO DE INGENIEROS TECNICOS DE OBRAS PUBLICAS.— Miguel Angel, 16. 28010
Madrid,

COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES Y ARQUITECTOS TECNICOS.— Santa Eugenia, 19.
17005 Gerona.

COL. LEGI OFICIAL D'ARQUITECTES DE CATALUNYA.— Placa Nova, 5. 08002 Barcelona.

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS DE MADRID. Biblioteca.— Barquillo, 12. 28004
Madrid.

CONSTRUCCIONES Y CONTRATAS, S.A.— Federico Salmén, 13. 28016 Madrid.

CONSULTECO, S.L.— Pintor Lorenzo Casanova, 26. 03003 Alicante.

CUBIERTAS Y M.Z.0.V,,S.A.— Ayala, 42. 28001 Madrid.

DRAGADOS Y CONSTRUCCIONES, S.A.— Orense, 81. 28020 Madrid.

EMESA-TREFILERIA, S.A.— Apartado 451. 15080 La Coruiia.

EMPRESA AUXILIAR DE LA INDUSTRIA, S.A. (AUXINI). Departamento Obras Especiales.--
Padilla, 46. 28006 Madrid.

ENTRECANALES Y TAVORA, S.A. Biblioteca.— Juan de Mena, 8. 28014 Madrid.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS.—
Ciudad Universitaria. 28040 Madrid.

ESTEYCO, S.A.— Menéndez Pidal, 17. 28036 Madrid.

ESTUDIOS Y PROYECTOS TECNICOS INDUSTRIALES, S.A. (EPTISA).— Arapiles, 14, 28015
Madrid.

EUROCONSULT, S.A.— Apartado 99. 28700 San Sebastian de los Reyes (Madrid).

FERROVIAL, S.A.— Lagasca, 88. 28001 Madrid.

FOMENTO DE OBRAS Y CONSTRUCCIONES, S.A. (FOCSA).— Avda. General Perén, 36.
28020 Madrid.

FREYSSINET, S.A.— General Peron, 24. 28020 Madrid.

GRACE, S.A.— Apartado 523. 08080 Barcelona.

HASA. Servicios Generales.— General Perén, 40 - C. 28020 Madrid.

HIDROELECTRICA DE CATALUNA, S.A.— Almogaévares, 11 - 17. 08018 Barcelona.

HORMIGONES GERONA, S.A.— Lorenzana, 45. 17002 Gerona.

HORMIGONES PROYECTADOS, S.A.— Avda. Principe de Asturias, 63. 08012 Barcelona.
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RELACICN DE ENTIDADES QUE, EN LA FECHA DE CIERRE DEL PRESENTE NUME-
RO DE LA REVISTA, FIGURAN INSCRITAS, EN LA ASCCIACION TECNICA ESPANO-
LA DEL PRETENSADO, COMO “MIEMBROS COLECTIVOS"”.
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ALBISA, S.A.—Algeciras (Cadiz).

ASOCIACIO ENGINYERS INDUSTRIALS DE CATALUNYA.—Barcelona.

ASOCIACION DE LABORATORIOS HOMOLOGADOS DE LA COMUNIDAD VALEN-
ciana.— Valencia.

CAMARA OFICIAL DE COMERCIO, INDUSTRIA'Y NAVEGACION.— Barcelona.

CASTRO HERMANOS, S.L.—Mislata (Valencia).

CENTRO DE ANALISIS Y DISENO DE ESTRUCTURAS, S.A.— Oviedo.

CEYD TECNICA, S.A.— Oviedo
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE ARQUITECTURA.— Sevilla.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AGRONOMOS. B|b||oteca —Cordoba.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS INDUSTRIALES. Departamento de
Teoria de Estructuras. Universidad de Zaragoza.—Zaragoza.
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Coruiia).
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GIJON E HIJOS, S.A.— Motril (Granada).

GIRALDEZ OCANA CONTROL, S.L.— Chapela - Vigo (Pontevedra).
HORMADISA, S.L.— Puentecesures - Cordeiro (Pontevedra).
HORMIGONES GERONA, S.A.— Gerona.

INBADELCA, S.A.— Baracaldo (Vizcaya).

INDUSTRIAS VEYGA, S.A.—Tarrasa (Barcelona).

INGENIERIA Y ECONOMIA DEL TRANSPORTE, S.A.— Centro de Documentacion.— Madrid.
INSTITUT DE TECNOLOGIA DE LA CONSTRUCCIO DE CATALUNYA . .—Barcelona.

INSTITUTO JUAN DE HERRERA.— Madrid.

INSTITUTO NACIONAL DE REFORMA Y DESARROLLO AGRARIO (IRYDA).—-Madrid.

J. CASTRO MATELGQC, S.A.—Sigueiro (La Corufia).

JUNTA DE CASTILLA Y LEON.— Consejeria de Fomento.— Valladolid.

JUNTA DE CASTILLA Y LEON.—Servicio de Obras Pablicas.—Avila.

LA AUXILIAR DE LA CONSTRUCCION.—Santa Cruz de Tenerite.

LABORATORIO DE LA EDIFICACION.— Consejeria de Obras Pablicas.— Las Palmas de
Gran Canaria.

LABORATORIO GEOCISA. Biblioteca.—Coslada {Madrid).

LABORATORIO DE INGENIEROS DEL EJERCITO.—Madrid.

LIBRERIA RUBINOS.—Madrid.

LUISBATALLA, S.A. (LUBASA).—Castellon de la Plana.

MINISTERIO DE DEFENSA. DIRECCION GENERAL DE INFRAESTRUCTURA.— Madrid.

MINISTERIO DE DEFENSA. DIRECCION DE INFRAESTRUCTURA DEL MANDO SU-
PERIOR DE APOYO LOGISTICO DEL EJERCITO.—-Madrid.

MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS Y URBANISMO.—-DIRECCION GENERAL PARA LA
VIVIENDA Y ARQUITECTURA, SUBDIRECCION GENERAL DE NORMATIVA BASI-
CAY TECNOLOGICA.—Madrid.

MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS Y URBANISMO. SUBDIRECCION GENERAL BE
ESTUDIGCS ECONOMICOS Y TECNOLOGIA.—Madrid.

POSTENSA, S.A.—Bilbao.

PRAINSA.—Barcelona.

PREBETONG CANARIAS, S.A.—Santa Cruz de Tenerife.

PREFABRICADOS AGRICOLAS E INDUSTRIALES, S.A. (PRAINSA).—Zaragoza.

PREFABRICADOS DEL CEMENTO, S.A. (PRECESA).—Leon,

PREFABRICADOS DE HORMIGON, S.A. (CUPRE-SAPRE).—Valladolid.

PREFABRICADOS POUSA, S.A.—Santa Perpetua de Moguda (Barcelona).

PRODUCTOS DERIVADOS DEL CEMENTO, S.A. (HORTE).—Valladolid.

.RODIO. CIMENTACIONES ESPECIALES, S.A.— Madrid.

RUBIERA, S.A.— Le6n.

SERINCO, S.A.— Madrid.

SERVICIO MILITAR DE CONSTRUCCIONES.— Barcelona.

SESTRA, S.A.L.— Andoain {Guipuzcoa).

SOCIEDAD ANONIMA ESPANOLA TUBO FABREGA.— Madrid.

SOCIEDAD ESPANOLA DE AUTOMOVILES DE TURISMO (SEAT). Biblioteca.— Barcelona.

SPANDECK CATALANA, S.A.—Barcelona.

TECHOS ESPECIALES PREFABRICADOS, S.A. (TEPSA).—Tarrasa (Barcelona).

TECNOS, GARANTIA DE CALIDAD, S.A.—Madrid.

TEJERIAS “LA COVADONGA".—Muriedas de Camargo (Cantabria).

TELEFONICA.—Departamento Inmobiliario.—Madrid.

TERRATEST, S.A.— Madrid.

TEXSA, S.A.— Barcelona,

TIGNUS, S.A.— Valencia.

TUBERIAS Y PREFABRICADOS, S.A. (TYPSA).— Madrid.

UNIVERSIDAD CASTILLA-LA MANCHA.— Albacete.

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA. Biblioteca Universitaria.— Santander.

UNIVERSIDAD POLITECNICA. Hemeroteca.— Valencia.

VIGUETAS MUBEMI.— Torrente (Valencia).

VISANFER, S.A.— Totana (Murcia).
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EXTRANJERO

ASSOCIAGCAO BRASILEIRA DE CIMENTO PORTLAND.—Sao Paulo (Brasil).

CONSULAR. CONSULTORES ARGENTINOS ASOCIADOS.—Buenos Aires (Argentina).

CONSULBAIRES. INGENIEROS CONSULTORES, S.A.—Buenos Aires (Argentina).

LABORATORIO DE ENGENHARIA DE ANGOLA.—Luanda (Republica Popular de
Angola).

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU. Biblioteca Central.—Lima (Pert).

SARET P.P.B. Cadre Technique.— Le Pontet (Francia) .

UNIVERSIDAD DE LOS ANDES.—Biblioteca Integrada de Economia, Ciencias e Ingenieria.
Dpto. de Selecciéon y Adquisiciones. Mérida (Venezuela).

UNIVERSIDAD CATOLICA DE QUITO. Biblioteca.—Quito (Ecuador).

UNIVERSIDAD CATOLICA DE VALPARAISO. Biblioteca Central.—Valparaiso (Chile).

UNIVERSIDAD DE PUERTO RICQ. Biblioteca.—Mayagiiez (Puerto Rico).

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA.—Biblioteca Central. Valparaiso
(Chile).

MIEMBRO CORRESPONDIENTE

ASOCIACION BOLIVIANA DEL PRETENSADO (A.B.P.).—La Paz (Bolivia).

* * *

AVISO IMPORTANTE

DISCUSION DE LOS ARTICULOS ORIGINALES PUBLICADOS EN LA REVISTA
“HORMIGON Y ACERO”

Todos los artl’pulos originales que se publican en “Hormigon y Acero”, quedan someti -
dos a discusion y al comentario de nuestros lectores. La discusion debe limitarse al campo de
aplicacion del articulo, y ser breve (cuatro paginas mecanografiadas a doble espacio, como
maximo, incluyendo figuras y tablas).

Debe tratarse de una verdadera discusion del trabajo publicado y no ser una ampliacion
o un nuevo articulo sobre el mismo tema; el cual serd siempre aceptado para su publicacion
en nuestra Revista, pero con tal caricter.

Debe ofrecer un interés general para los lectores. De no ser asi, se trasladara al autor del
articulo al que se refiera, para que la conteste particularmente.

Los comentarios deben enviarse, por duplicado, a la Secretaria de 1a A.T.E.P., Apartado
19.002, 28080 Madrid, dentro del plazo de tres meses contados a partir de la fecha de dis-
tribucién de la Revista.

El autor del articulo cerrard la discusion contestando todos y cada uno de los comenta-
rios recibidos.

Los textos, tanto de las discusiones y comentarios como de las contestaciones de los
autores de los correspondientes articulos, se publicardn conjuntamente en una Seccion espe-
cial que aparecerd en las iltimas paginas de la Revista.



Normas que deben cumplir los articulos que se envien para su
publicacion en ““Hormigon y Acero”

1. CONDICIONES GENERALES

Los originales de los articulos que se desee pu-
blicar en “Hormigbn y Acero™, se enviardn a la Se-
cretaria de la ATEP. Deberdan cumplir rigurosa-
mente las normas que a continuacion se especifi-
can. En caso contrario, serdn devueltos a sus Au-
tores para su oportuna rectificacion.

Los que cumplan los requisitos exigidos pasardn
al Comité de Redaccién de la Revista el cual, pre-
vio informe y evaluacién de su calidad por el co-
rrespondiente  Cuerpo de Censores, decidird si
procede o no su publicacion, sugiriendo eventual-
mente al Autor los cambios que, en su opinion,
deben efectuarse para su final publicacion en
“Hormigdén y Acero”. Toda correspondencia en
este sentido se mantendrd directamente con el
Autor o primero de los Autores que figuren en el
Articulo.

Los originales que por cualquier causa no fue-
ran aceptados serdn devueltos al Autor.

2. PRESENTACION DE ORIGINALES

Los originales se presentardn mecanografiados
a doble espacio, por una sola cara, en hojas tamafio
UNE A4. De cada articulo se enviard original y
dos copias.

2.1. Titulo

El titulo, en espariol, francés e inglés deberd
ser breve y explicito, reflejando claramente el con-
tenido del articulo. A continuacién se hard constar
nombre y apellidos del Autor o Autores, titulacion
profesional y, si procede, Centro o Empresa en el
que desarrolla sus actividades.

2.2. Resumen

Todo articulo deberd ir acompafiado de un re-
sumen, en espafiol e inglés, de extensién no infe-
rior a cien palabras (unas ocho lineas mecanogra-
fiadas) ni superior a ciento cincuenta palabras
(doce lineas).

2.3. Gréficos y figuras

Los grificos y figuras deberdn ir numerados co-
rrelativamente en el orden en que se citen en el
texto, en el cual deberd indicarse el lugar adecuado
de su colocacion.

Se presentardn delineados en tinta china negra
sobre papel vegetal o sobre papel blanco, o en re-
producibles de muy buena calidad. Todas las figu-
ras llevardn su correspondiente pie explicativo.

Los rétulos, simbolos y leyendas deberdn ser
tales que, tras su reduccion a la anchura de una o
dos columnas de la Revista (setenta y dos o ciento
cincuenta mm), respectivamente) queden letras de
tafiamo no inferior a 1,5 mm y sean, en todo caso,
facilmente legibles.

2.4. Fotografias

Se procurard incluir solo las que, teniendo en
cuenta la reproduccién, sean realmente utiles, cla-
ras y representativas. Podrdn presentarse en copias
de papel opaco negro o en color, en negativo, o en
diapositivas. Se tendrdn en cuenta las normas sobre
tamafio de rotulos y leyendas dadas en el punto

2.3 anterior. Irdn numeradas correlativamente y
llevardn su correspondiente pie explicativo.

2.5. Tablas y cuadros

Cumplirdn las proporciones y dimensiones in-
dicadas para las figuras. Llevardn numeracion co-
rrelativa, citada en el texto, y un pie con la expli-
cacién adecuada y suficiente para su interpreta-
cién directa.

2.6. Unidades

Las magnitudes se expresardn, preferiblemente,
en unidades del Sistema Internacional (S.1.) segiin
las UNE 5001 y 5002.

2.7. Formulas, letras griegas, subindices y expo-
nentes

En las formulas se procurard la mixima calidad
de escritura y emplear las formas mads reducidas
siempre que no entrafien riesgo de incomprension.
Para su identificacién se utilizard, cuando sea ne-
cesario, un nimero entre paréntesis a la derecha de
la férmula.

Se cuidard especialmente que todas las letras
griegas, subindices y exponentes resulten perfecta-
mente identificables, procurando evitar los expo-
nentes complicados y letras afectadas simultdnea-
mente de subindices y exponentes.

Cualquier expresiéon que, por su complejidad,
pueda dar lugar a interpretaciones equivocadas,
se presentard manuscrita. Se diferenciardn clara-
mente mayusculas y mintsculas y aquellos tipos
que puedan inducir a error (por ejemplo, la £ y el
1;la Oyelcero;la K ylak,etc.).

2.8. Referencias bibliograficas

Las referencias bibliograficas citadas en el texto
se recogerdn al final del mismo dando todos los
datos precisos sobre la fuente de publicacion, para
su localizacion.

Las citas en el texto se hardn mediante ndmeros
entre paréntesis. En lo posible, se seguirdn las nor-
mas internacionales utilizadas generalmente en las
diversas publicaciones, es decir:

Referencias de articulos publicados en revistas

Apellidos e iniciales del Autor o Autores; titulo
del articulo; nombre de la publicacibn; nimero del
volumen y fasciculo; fecha de publicacién, y nu-
mero de la primera y ultima de las piginas que
ocupa el articulo al que se refiere la cita.

Referencias de libros

Apellidos e iniciales del Autor o Autores; titulo
del libro; edicion; editorial, y lugar y afio de publi-
cacion.

3. PRUEBAS DE IMPRENTA

De las primeras pruebas de imprenta se enviard
una copia al Autor para que, una vez debidamente
comprobadas y corregidas, las devuelva en el plazo
médximo de quince dfas, con el fin de evitar el ries-
go de que la publicacion de su articulo tenga que
aplazarse hasta un posterior nimero de “Hormigon
y Acero”.

En la correccién de pruebas no se admitirdn
modificaciones que alteren sustancialmente el
texto o la ordenacion del articulo original.
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Sobre la conveniencia de considerar la

accion térmica ambiental en el
dimensionamiento de estructuras de hormigon
frente a estados limites Gltimos

1. INTRODUCCION

La acci6n térmica ambiental introduce defor-
maciones impuestas en las estructuras de hormi-
gén, las cuales pueden influir de forma significa-
tiva en su comportamiento estructural. En gene-
ral, el dimensionamiento de las estructuras de
hormigén armado y pretensado frente a la accion
térmica se basa en un andlisis lineal eldstico de la
estructura. Tal forma de proceder puede condu-
cir a cuantias de acero inadecuadas, especialmen-
te en situaciones proximas a rotura. De cara a
evaluar, de una manera aproximada, pero realis-
ta, los efectos estructurales de la accién térmica
ambiental sobre la respuesta térmica y tensional
de las estructuras de hormigén, diferentes aspec-
tos deben ser considerados en el proceso de ana-
lisis y dimensionamiento.

En primer lugar, las distribuciones de tempera-
tura en el interior de las secciones transversales
de las estructuras de hormigén son, en general,
no lineales. Debido a dicha no linealidad, y supo-
niendo que se verifique la hip6tesis de Navier-
Bernouilli, las secciones transversales de las es-
tructuras que se van a analizar se ven sometidas
a unas distribuciones de tensiones autoequilibra-
das, tanto longitudinalmente como transversal-
mente. Por otra parte, las distribuciones de tem-
peraturas y de tensiones primarias, inducidas €és-
tas por la no linealidad del campo térmico, de-
penden de las condiciones ambientales, del lugar
de emplazamiento de la estructura y de las pro-
piedades térmicas y mecdnicas de los materiales
que conforman la estructura. Asi, pues, se hace
necesario determinar de una forma mds o menos
precisa la magnitud de las acciones térmicas y de
las distribuciones de tensiones autoequilibradas
que se deben considerar en el proceso de dimen-
sionamiento.

Antonio R. Mari

Enrique Mirambell

Dres. Ingenieros de Caminos

Dpto. de Ingenieria de la Construccion
E.T.S.1.C.C. y P. de Barcelona. U.P.C.

En segundo lugar, los efectos estructurales
ocasionados por la actuacién de una determinada
accién térmica dependen, en gran medida, del es-
tado de los materiales y de las condiciones de
ductilidad de las estructuras de hormigén. Por
ello se hace necesario llevar a cabo un andlisis
estructural que, teniendo en cuenta la no lineali-
dad de los materiales —existencia de fisuracion,
plastificacién de los materiales,...—, permitira
cuantificar la redistribucién de esfuerzos a lo lar-
go de la estructura analizada y la disipacion de
energfa acumulada por la pieza cuando ésta se ve
sometida a acciones indirectas, como es, en este
estudio, la accién térmica ambiental.

2. ANALISIS TERMICO

DE ESTRUCTURAS DE HORMIGON.
ACCIONES TERMICAS DE DISENO
Y DISTRIBUCIONES DE TENSIONES

2.1. Distribuciones de temperaturas

La ecuacién diferencial que gobierna el fend-
meno de la transmisién de calor en un medio ani-
sétropo y en régimen transitorio es

. . T
div (—« - gradT) — q + pc 5= 0 )
en donde « es el tensor de conductividad térmi-
cas, q es la velocidad de generacién interna de
calor, pc la capacidad calorifica del material y T
la temperatura.

Admitiendo que el proceso de fraguado ha fi-
nalizado y considerando el hormigén como un
medio continuo, homogéneo e isétropo, la ecua-
cién anterior se transforma en
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k - 4t K = at 2
siendo K = k / pc la difusividad térmica del hor-
migoén.

Centrando el fenémeno fisico de la transmisién
de calor en las estructuras de hormig6n expuestas
a la intemperie, la condicién general de contorno
que hay que imponer en las superficies externas
es la condicién de Newmann:

oT . oT aT
k( o n, + 5y ny. + n,) + al +
+(h, + b )(T~T,) =0 3)

En dicha expresion, k es la conductividad tér-
mica del hormigén, a es el factor de absorcién
solar, I es la intensidad de radiacién solar inci-
dente, h,y h_son los coeficientes de transferencia
de calor por conveccién y por irradiacién térmi-
ca, respectivamente, y T, es la temperatura am-
biente.

El desarrollo de modelos analiticos basados en
la técnica de las diferencias finitas o de los ele-
mentos finitos permite resolver la ecuacién dife-
rencial (2) y obtener asf la distribucién del campo
de temperaturas en funcién del tiempo [Emerson
(5), Mirambell y Aguado (12), Polivka y Wilson
(15), Priestley y Buckle (17)].

2.2 Distribuciones de tensiones autoequilibra-
das -

Una vez resuelta la ecuacién diferencial y ha-
biendo obtenido las distribuciones de temperatu-
ras en funcién del tiempo, se pueden determinar
las distribuciones de tensiones autoequilibradas
asociadas a dichas distribuciones térmicas, para
cualquier instante. Tales distribuciones tensiona-
les son independientes de las condiciones de vin-
culacion de la estructura y aparecen siempre que
la distribucién de temperaturas existente sea no
lineal. Adoptando la hipétesis de que el material
sea lineal elastico, la distribucién de tensiones
autoequilibradas en el interior de la seccion
transversal de una determinada estructura de
hormig6n puede obtenerse a través de la siguien-
te expresion:

o(x, y) = Ele, + 3,y + gx — oT(x, ¥)al

e =al/A [ [T(xy),dxdy

U= o/ L [ [ T(x, y)uy dx dy (4)
U, = a/nyfT(x,y)nlxdxdy

En dicha expresion, E es el médulo de elastici-
dad del hormigén, « su coeficiente de dilatacion
térmica, y €, ¥, y ¥, son la deforma(?ién 'térmica
media impuesta y las curvaturas térmicas impues-
tas segtin los planos principales de inercia de la
seccion transversal, las cuales permiten determi-
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nar €l plano de deformaciones impuestas equiva-
lente asociado a la distribucién no lineal de tem-
peraturas existente en la realidad.

La figura 1 muestra la distribucién de tensiones
longitudinales autoequilibradas de traccién que
hay que considerar en disefio, a lo largo de los
perimetros externo e interno de un puente cajén
genérico, de hormigén, emplazado en la Peninsu-
la Ibérica [Mirambell (11)]. Para la obtencién de
esta distribucién de tensiones de traccién, se ha
desarrollado un programa numérico basado en el
método de las diferencias finitas, el cual contem-
pla las condiciones ambientales y climatolégicas
del lugar de emplazamiento del puente —radia-
cién solar, temperatura ambiente, velocidad del
viento,..—, el propio lugar de emplazamiento del
puente y su orientacién —latitud, altitud, azi-
mut,...— y las propiedades térmicas y mecanicas
de los materiales.
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Fig. 1. Distribucion de disefio de tensiones
longitudinales primarias en puentes cajon
de hormigdén emplazados en Espafa.

Esta distribucién de tensiones de traccién que
se presenta en la figura 1, debe entenderse como
una envolvente de la magnitud de las distribucio-
nes de tensiones longitudinales autoequilibradas
de traccién inducidas por la no linealidad de la
distribucién de temperaturas en el interior de las
secciones transversales de puentes cajén de hor-
migén emplazados en la Peninsula Ibérica, y ha
sido obtenida considerando las condiciones am-
bientales y climatolégicas més desfavorables du-
rante los perfodos de enfriamiento y calentamien-
to del tablero del puente.

En lo referente a las distribuciones de tensio-
nes contenidas en el plano de la seccién transver-
sal originadas por los efectos térmicos ambienta-
les, cabe mencionar el hecho de que, en general,
no son consideradas en el proceso de dimensio-
namiento. Sin embargo, en el caso de vigas cajén
las diferencias de temperatura existentes entre el

3



interior de la célula y el ambiente exterior gene-
ran tensiones de traccién considerables con res-
pecto a la resistencia a traccion del hormigén, las
cuales pueden ocasionar avanzados estados de fi-
suracion a lo largo de las almas de la viga cajon.

Este efecto, en la tipologia de puentes cajén
de hormigén, puede ser importante [Prakash Rao
(16)], llegando incluso a la puesta fuera de servi-
cio del puente [Leonhardt (6), Leonhardt et alt.
(7). Dicho efecto todavia se hace més acusado
cuando estemos en presencia de fuertes espesores
de alas y almas y siempre que se produzcan cam-
bios bruscos y repentinos de la temperatura am-
biente en el lugar de emplazamiento del puente.

Después de haber llevado a cabo numerosos
estudios paramétricos de hipotéticos puentes ca-
jén de hormigén emplazados en la Peninsula Ibé-
rica {Mirambell (11)], se han podido cuantificar,
con cierta aproximacion, las diferencias de tem-
peratura existentes entre el interior de las células
y el ambiente exterior. Durante el periodo de en-
friamiento del tablero la diferencia de temperatu-
ra que hay que considerar en disefio se encuentra
préxima a los 14°C, mientras que durante el pe-
riodo de calentamiento dicha diferencia se en-
cuentra en torno a los —6°C [Mirambell (11)].
Estas diferencias de temperatura son significati-
vas y deben ser consideradas en el disefio de
puentes cajén de hormigén y, en general, en el
disefio de estructuras de hormigén con secciones
transversales celulares, especialmente en condi-
ciones de servicio.
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2.3. Acciones térmicas de diseio

Desde un punto de vista de dimensionamiento,
las acciones térmicas pueden obtenerse a partir
de un plano de temperaturas, o de deformacio-
nes, equivalente a la distribucion no lineal de
temperaturas existente en la realidad.

distribucion plana
de deformaciones

€2(xy)

¥ ags (x.y) =€z (xy) - E2(x.¥)NL

plano equivalente
de temperaturas
T{xy)

Fig. 2. Plano de temperaturas equivalente
a la distribuciéon no lineal de temperaturas.
Plano de deformaciones asociado.

Dicho planteamiento presenta varias ventajas
y son, por un lado, un conocimiento algo mds
directo de la accién térmica por parte del proyec-
tista y, por otro, una mayor facilidad a la hora
de introducir la accién térmica como accién que
se tiene que considerar en el andlisis estructural.
En cualquier caso, diferentes normativas interna-
cionales ya preconizan en sus recomendaciones
la adopcién de diversas distribuciones térmicas
no lineales para su consideracion en el andlisis y
dimensionamiento de puentes de hormigén [Bri-
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Fig. 3. Mapa peninsular de isolineas del gradiente
térmico vertical para puentes losa maciza de canto

0,60 m., emplazados en Espafia. 1




tish Standards Institution. BS 5400 (1), Ministry
of Works and Development. New Zealand (10),
National Association of Australian State Road
Authorities (14)]. Partiendo de los resultados de-
rivados de estudios paramétricos ya existentes, es
posible determinar las acciones térmicas que hay
que considerar en el proceso de dimensionamien-
to de las estructuras de hormigén, contemplando
la influencia de los efectos térmicos ambientales
de una manera simple, realista y suficientemente
aproximada.

En la tipologia estructural de los puentes de
hormigén, por ejemplo, los resultados del gra-
diente térmico vertical derivados de los andlisis
térmicos pertinentes, muestran que el valor de
esta accidn térmica se encuentra fuertemente co-
rrelacionado con la intensidad de radiacién solar
incidente sobre el tablero. A modo de ejemplo,
la figura 3 muestra el mapa peninsular de isoli-
neas del gradiente térmico vertical para puentes
losa de hormigén, de canto 0,60 m, emplazados
en la Peninsula Ibérica.

Dicho mapa ha sido obtenido tras el procesa-
miento de datos referentes a radiacién solar,
temperatura ambiente y velocidad del viento, re-
cogidos en diversas publicaciones del Instituto
Nacional de Meteorologia.

3. ANALISIS NO LINEAL
DE ESTRUCTURAS DE HORMIGON
SOMETIDAS A LA ACCION TERMICA

3.1. Estructuras de hormigén armado

La distribucién de los esfuerzos internos indu-
cidos en estructuras hiperestéticas de hormigén
armado por la actuacién de acciones de caracter
indirecto, como es la accién térmica, depende de
forma significativa del estado de los materiales
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(fisurado, plastificado,...) y de la variacién de ri-
gidez a lo largo de la estructura.

Si una estructura se ve sometida a acciones in-
directas —deformaciones o desplazamientos im-
puestos— la demanda ineludible no es de tipo
mecénico sino geométrico, puesto que la estruc-
tura busca acomodar las deformaciones resultan-
tes, satisfaciendo la continuidad y la compatibili-
dad con los enlaces, y por supuesto, manteniendo
el equilibrio. Los esfuerzos que puedan aparecer
en la estructura originados por la actuacién de
una determinada accién indirecta, dependen de
la propia rigidez de la estructura por lo que el
armado, obtenido a partir de aquéllos, serd muy
sensible a la fidelidad con que se haya evaluado
dicha rigidez.

En relacién a este proceso, parece 16gico apun-
tar que el dimensionamiento de estructuras fren-
te a acciones de cardcter indirecto debe basarse
en la garantia de una capacidad de deformacién
suficiente que acomode la accién indirecta, y no
en la obtencién de una cuantia de armadura para
resistir unos esfuerzos internos, autogenerados
por la propia rigidez de la estructura [Mari et alt.
)]

Sea una viga biempotrada como la que se pre-
senta en la figura 4, sometida a una carga unifor-
memente repartida. El dimensionamiento de la
armadura se ha llevado a cabo suponiendo la ac-
tuacion de, unicamente, dicha carga repartida.
Los diagramas momento-curvatura en las seccio-
nes de apoyo y centro de vano se muestran en la
figura 4. La distribucién de momentos flectores
viene representada en dicha figura a través de la
linea r,. Suponiendo que para las cargas mayora-
das se forman rotulas plasticas en los empotra-
mientos de la viga, entonces el comportamiento
de la estructura es similar al de una viga simple-
mente apoyada, siempre y cuando se asegure la

Ma ¥4
| —
A Pay Pa
MAu e On 0 N
Paz
M2
pi?
ry 8 pi2
Cv| ?CAU -C
Car Cau
3
PV?
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Py2 Pyy
I Ac |
v I —
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Fig. 4. Curvaturas residuales en las secciones criticas de la viga analizada.
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suficiente capacidad de rotacion en las rétulas
plasticas.

Si, a partir de esta situacion, la estructura se
ve sometida a una determinada accién térmica,
segun la cual la fibra inferior de la viga incremen-
ta su temperatura, las lineas solucién del proble-
ma en funcién de los momentos y curvaturas re-
sultantes pivotan alrededor del punto P,;, hasta
llegar al punto P,,, punto del diagrama M - c de
la seccién de apoyos para el cual se alcanza la
curvatura ultima de dicha secciéon. Por consi-
guiente, en este supuesto, la viga acomoda la de-
formacién impuesta sin que varien los momentos
flectores que solicitan las secciones criticas. La
maxima curvatura térmica impuesta es AC =
= C,, — C,, V¥, por lo tanto, el maximo gradiente
térmico que puede acomodar la pieza es gradT =
= AC / a, siendo « el coeficiente de dilatacion
térmica del material. El razonamiento seguido es
idéntico para el caso en el que la fibra de la sec-
cién que incrementa su temperatura sea la fibra
superior de la viga analizada.

El nivel de tensiones inducido por la accién
térmica depende del nivel de tensiones existente
debido a la actuacién de acciones previas (peso
propio, carga muerta, sobrecarga de uso,...). En
condiciones de servicio, la pieza mantiene en
gran medida su rigidez estructural y, por ello,
cuando las condiciones de vinculacién no son
compatibles con las deformaciones impuestas, se
inducen tensiones de continuidad. No obstante,
en situaciones préximas a rotura, cuando ya se
han desarrollado las rétulas plésticas, el gradien-
te térmico introduce unas curvaturas impuestas
compatibles con las condiciones de enlace de la
estructura para ese nivel de solicitacién y, por
consiguiente, no se originan tensiones térmicas

adicionales. En cualquier caso, el méaximo gra-
diente térmico que la estructura puede acomodar
en situaciones préximas a rotura es independien-
te de la trayectoria seguida durante el proceso de
carga, siempre y cuando se satisfagan las condi-
ciones de servicio [Mirambell y Mari (13)].

3.2. Ejemplo 1

Sea la viga biempotrada de hormigén armado
que se presenta en la figura 5, la cual se ve some-
tida a la accién de una carga uniforme repartida
y a la accién de un gradiente térmico. Atendien-
do a un proceso clésico de dimensionamiento, los
flectores que hay que considerar para la obten-
cién de la armadura pasiva en las secciones criti-
cas serian los siguientes:

Seccién apoyo: M,y = 'y(Mp + M) =
pE ., @AT-EI

= y(——+ ——)=245.8kNm

12.

Seccién vano: Myy = YM, = ¥ '(%—)= 96kNm
Si se considera que el gradiente térmico en es-

tado limite Gltimo no origina ningin tipo de es-

fuerzos internos sino Gnicamente deformaciones

impuestas, los momentos de célculo en las seccio-

nes criticas seran:

Seccién apoyo: M,; = 192kNm
Seccién vano: My, = 96kNm
Las areas de armadura pasiva obtenidas para

ambos dimensionamientos se presentan en la ta-
bla 1.

TABLA I

Dimensionamiento de armadura pasiva

Seccion apoyos Seccién centro vano

1. Considerando accién térmica
2. Sin considerar accion térmica

A, = 18.66 cm’
A, =13.57 cm?

A,y = 6.30cm’
A, =6.30 cm?

Tabla 1.-Areas de armadura pasiva atendiendo a ambos dimensionamientos, considerando y sin

considerar la accion térmica.

AT =-10°C
— — fc =20 MPa
P A
sup
fg =410 MPa
050 m
2 P= 40kN/m (carga permanente
+ sobrecarga de uso)
|. 1 Aint
i 6.0m " l_"‘ a =10 x 1078 oc”!
AT =10°C .30 m

Fig. 5. Viga biempotrada de hormigén armado analizada bajo la actuacion de un gradiente térmico.
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Posteriormente, se ha llevado a cabo el anélisis
no lineal de dicha viga considerando ambos es-
quemas de armado. El modelo de anélisis utiliza-
do contempla las relaciones no lineales o — e del
hormigén (diagrama de Sargin con rama descen-
dente) y del acero (diagrama bilineal sin endure-
cimiento) y, l6gicamente, la existencia de fisura-
cién [Mari (8)].

En un primer paso, se introduce, de forma in-
cremental, la totalidad de las cargas gravitatorias
y, posteriormente, también de forma incremen-
tal, la accion térmica. En la figura 6 se presenta
la evolucién de los momentos flectores en la sec-
cién de apoyo y de centro de vano, para ambos
dimensionamientos de la armadura pasiva.

e, = 4,12 - 107%), siempre al margen de posibles
dafos causados en la estructura por efecto de la
alta temperatura.

En cualquier caso, debera llevarse a cabo la
verificacién de los estados limites de servicio,
como fisuracién y deformabilidad, con las cuan-
tias de armadura obtenidas en el dimensiona-
miento frente a estados limites Gltimos. En este
caso, para la viga dimensionada sin considerar la
accién térmica, el ancho caracteristico de fisura,
calculado de acuerdo con el Coédigo Modelo
CEB-FIP (2) resulta ser de 0,2 mm, ancho éste
aceptable para unas condiciones ambientales me-
dias.

AM Cenm)
250
227 _ 234
SECCION 27 _ -
EMPOTRAMIENTO 219
200 +
150 + 136 4 —— Dimensionamiento sin considerar
/ la accion térmica
131
=== Dimensionamiento considerando
100 + la accion termica
78
- = 72 69
50 r z seccion O 54
44 CENTRO
VANO
0 —
1.0 1.6 1.0 16

Factor de Factor de

temperatura YT

carga 'yf

Fig. 6. Evolucion del momento flector en las secciones criticas bajo un proceso incremental
de las acciones.

En base a los resultados derivados de los anéli-
sis, se deduce que la viga biempotrada, con un
dimensionamiento de la armadura que no con-
templa la existencia del gradiente térmico, pre-
senta en las secciones criticas de apoyo una capa-
cidad de rotacién plastica que permite que la es-
tructura se acomode a las deformaciones impues-
" tas originadas por el gradiente térmico. Ello se
consigue sin necesidad de incrementar la armadu-
ra en la seccién de apoyos para resistir la flexién
causada por el gradiente, y sin que se alcance el
momento dltimo de dicha seccién.

Por otra parte, el andlisis no lineal de tal es-
tructura predice que la deformacién tltima en las
secciones criticas se alcanza bajo la totalidad de
las cargas gravitatorias y bajo la actuacién de un
gradiente térmico de 68°C (e, = —3,53 - 1073,
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3.3. Estructuras de hormigén pretensado

En la mayoria de los casos, el disefio de las
estructuras de hormigén pretensado se basa en
la no aparicién de tensiones de traccion en situa-
cién de servicio. De cara a conseguir este objeti-
vo, se requiere un alto grado de pretensado, es-
pecialmente si se considera la influencia de los
efectos térmicos ambientales en la obtencién de
la fuerza de pretensado.

Como ya se ha comentado anteriormente,
cuando sobre una estructura inciden acciones de
carécter indirecto, como la accién térmica, las le-
yes de esfuerzos inducidos dependen de la rigidez
estructural. Por consiguiente, puede ser de inte-
rés el utilizar la técnica del pretensado parcial
con el objetivo de reducir los esfuerzos origina-




dos por la accién térmica. En cualquier caso, seréd
necesario disponer la suficiente cuantia de arma-
dura pasiva para controlar la fisuracién del hor-
migén en condiciones de servicio [Cooke et al.
(3), Elbadry y Ghali (4), Leonhardt (6)]. A con-
tinuacion, se presenta un ejemplo en el cual se
analiza una estructura de hormigén, con preten-
sado parcial y pretensado total, y se estudia la
capacidad para resistir las cargas gravitatorias ex-
teriores y para acomodar las deformaciones im-
puestas inducidas por la accién térmica.

3.4. Ejemplo 2

Sea el puente continuo de hormigén pretensa-
do, de tres vanos, que se presenta en la figura 7.
El hipotético puente se ubica en la ciudad de
Barcelona y tiene una longitud total de 74 m,
siendo su seccién transversal una losa maciza, de
hormigén pretensado, con canto constante de
0,9 m.

re 0.34m

traccién en ningin punto de la estructura, mien-
tras que la combinacién de la totalidad de las car-
gas exteriores gravitatorias y del gradiente térmi-
co induce fisuracién en las fibras inferiores de la
seccién centro luz del vano central.

De cara a limitar, en situacién de servicio, el
ancho de fisura ocasionado por el gradiente tér-
mico, se debe evaluar el incremento de tensién
de los tendones de pretensado en las secciones
criticas. Puesto que dicho incremento es muy pe-
queifio, el ancho de fisura estimado es menor que
0,1 mm. Por lo tanto, para controlar la fisura-
cién, dnicamente serd necesario disponer una
cuantia minima de armadura pasiva.

Para el caso del dimensionamiento de la es-
tructura con pretensado parcial, debe considerar-
se la posibilidad de disponer armadura pasiva
para satisfacer el estado limite dltimo frente a so-
licitaciones normales, sin considerar ninglin es-
fuerzo interno inducido por la accién térmica.

A— Dy

1 24 m " 30m

24m

042 Propiedades de los materiales
0.48 .
Hormigon
| fc =45 MPa
i

E¢=40000 MPa

a) Seccion longitudinal y trazado del pretensado

10.0m

Acero de armadura activa

.
T fp,qu = 1700 MPa

015
/—/‘ 075

fp'y: 1500 MPa
Ep= 200000 MPa

T
)

6.5m

b) Seccion transversal

Fig. 7. Puente de hormigén pretensado analizado bajo la actuacién de carga permanente y sobrecarga de
uso, y gradiente térmico.

El puente se ve sometido a la accién de su peso
propio y de la sobrecarga de uso (carga unifor-
memente repartida y carro). Asimismo, el gra-
diente térmico que actiia sobre la estructura es
9,8°C. Dicho gradiente ha sido obtenido a partir
del mapa de isolineas de la figura 3, modificando
su valor a través de un coeficiente corrector que
contempla la influencia del canto del tablero.

Manteniendo el mismo trazado de los tendones
de la armadura activa, el puente se dimensiona
con dos grados de pretensado diferentes. En el
primer caso, el puente se dimensiona con preten-
sado total, siendo la fuerza de pretensado de
34600 kN. En el segundo dimensionamiento, se
opta por un pretensado parcial de la estructura,
siendo la fuerza de pretensado de 28000 kN. En
este dltimo caso, la actuacién del peso propio y
de la sobrecarga de uso no genera tensiones de

Como resultado de este anilisis, se ha podido
constatar que para este caso no es necesario dis-
poner armadura pasiva suplementaria para resis-
tir las cargas mayoradas en estado limite dltimo.

A continuacién, se ha llevado a cabo el analisis
no lineal de la estructura del puente, consideran-
do ambos dimensionamientos del pretensado. De
nuevo, el modelo de andalisis no lineal utilizado
se basa en el método de los elementos finitos,
contemplando la existencia de fisuracion del hor-
migon y las relaciones tenso-deformaciones no li-
neales de los materiales. Asimismo, se ha llevado
a cabo el andlisis del comportamiento estructural,
tanto en situacion de servicio como frente al esta-
do limite dltimo de agotamiento por solicitacio-
nes normales. La figura 8 muestra la malla de
elementos finitos adoptada en el andlisis y las ac-
ciones que solicitan la estructura del puente.
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Fig. 8. Acciones exteriores actuantes sobre el tablero del puente y discretizacion de la estructura.

3.4.1. Analisis de la estructura en condiciones

P carga y para ambos dimensionamientos del pre-
de servicio

tensado. Las tensiones en la armadura activa de

En la figura 9 se presentan los planos de defor- pretensado y las flechas en la seccién de sime_tria
maciones totales en la seccion centro luz del vano del tablero del puente se presentan en la figu-
central del puente, bajo diferentes estados de ra 10.

Fibra superior

__

ESTADO DE CARGA (1) = CARGA PERMANENTE + PRETENSADO
ESTADO DE CARGA (2) = ) + SOBRECARGA DE USO

ESTADO DE CARGA (3) = (@) + TEMPERATURA

VAR .

Fibra inferior

PRETENSADO PRETENSADO
TOTAL PARCIAL
FIBRA SUPERIOR FIBRA INFERIOR
GRADO DE PRETENSADO
1 2 3 1 2 3
PRETENSADO TOTAL -8.97 -18.1 -19.0 -17.2 -8.03 -2.2
PRETENSADO PARCIAL -9.89 -18.9 ~207 -10.9 -1.63 +2.23

Deformaciones totales x 10-5
Fig. 9. Distribuciones de deformaciones totales en la seccion central del puente bajo diferentes estados de

carga.
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Fig. 10. Tensién en la armadura activa y flecha obtenida en la seccién central del puente analizado, en
situacién de servicio.
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Los resultados obtenidos confirman que no es
necesario disponer armadura pasiva suplementa-
ria para controlar adecuadamente la fisuracion.
Por otra parte, la méaxima flecha obtenida en la
seccion central del puente, en el caso de preten-
sado parcial, es de 20 mm, lo cual representa una
flecha menor que 1/300. Por consiguiente, el
puente dimensionado con pretensado parcial sa-
tisface las condiciones de servicio.

3.4.2. Andlisis de la estructura en estado limite
ultimo

Para estudiar el comportamiento estructural en
estado limite dltimo, se ha llevado a cabo el ané-
lisis no lineal de la estructura con ambos dimen-
sionamientos del pretensado, incrementando las
cargas exteriores y el gradiente térmico hasta que
éstos alcanzan sus valores mayorados. La figura
11 muestra la evolucién del momento flector en
la seccién central del puente bajo el proceso in-
cremental de carga.
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Gradiente
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de uso
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Fig. 11. Evolucién del momento flector
en la seccion central del puente.

Para ambos dimensionamientos del pretensa-
do, el momento flector en la seccidn critica (sec-
cién central del tablero) es inferior al momento
iltimo. Asi, para este ejemplo particular, el
puente dimensionado con pretensado parcial, sin
contemplar la influencia de la accién térmica en
el valor de la fuerza de pretensado en situacion
de servicio y en el dimensionamiento de armadu-
ra pasiva en estado limite dltimo, es capaz de re-
sistir las cargas exteriores mayoradas y de acomo-
dar las deformaciones térmicas impuestas factori-
zadas.

4. CONCLUSIONES

De los resultados derivados del presente estu-
dio, pueden extraerse algunas conclusiones:

— Para obtener una respuesta estructural rea-
lista frente a acciones térmicas, es necesario
determinar de una forma més o menos pre-
cisa la distribucién de deformaciones térmi-
cas impuestas existente en las estructuras de
hormigén. Las distribuciones de temperatu-
ra son, en general, no lineales, y dependen
del propio lugar de emplazamiento de la es-
tructura, de las condiciones ambientales
existentes en él, de las propiedades de los
materiales y de la geometria de la estructura.

— Partiendo de un procesamiento de datos de
los pardmetros mencionados en el parrafo
anterior, es posible determinar, para una
area geogréfica particular, las acciones tér-
micas y las distribuciones de tensiones pri-
marias (autoequilibradas) que se deben
considerar en el disefio de las estructuras de
hormigén, las cuales pueden verse modifi-
cadas en funcién de las caracteristicas geo-
métricas de la estructura, fundamentalmente.

— Los métodos actuales de dimensionamiento
de la armadura pasiva, frente a estados limi-
tes dltimos, tienden a sobrestimar los es-
fuerzos internos inducidos por la accién tér-
mica, lo cual conduce, en general, a cuan-
tias excesivas de acero. Un dimensiona-
miento més adecuado y econdémico de la ar-
madura pasiva se basaria en la considera-
cién de, tdnicamente, los esfuerzos induci-
dos por las cargas exteriores gravitatorias,
frente a estado limite ultimo, asegurando
que las secciones criticas de la estructura
posean la suficiente ductilidad para acomo-
dar las rotaciones plasticas ocasionadas por
efectos térmicos.

— En la tipologia de puentes de hormigén, el
dimensionamiento con pretensado total pa-
rece ser excesivo de cara a resistir los es-
fuerzos internos inducidos por las cargas ex-
teriores y las deformaciones impuestas, en
estado limite dltimo. El pretensado parcial,
frente a acciones de cardcter indirecto como
la accién térmica, resulta ser una técnica
mas econdmica y razonable, puesto que
permite que la estructura satisfaga las con-
diciones de servicio, asi como resistir las
cargas exteriores gravitatorias en estado li-
mite Gltimo y acomodar las deformaciones
impuestas debidas a efectos térmicos.

— En cualquier caso, debe comprobarse si hay
que disponer armadura pasiva suplementa-
ria para verificar las condiciones de fisura-
cién en situacion de servicio o para verificar
el estado limite dltimo frente a solicitacio-
nes normales.

— Por dltimo, de cara a extraer conclusiones
generales de disefio al respecto, se deberia
proceder a realizar estudios paramétricos de
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diferentes tipologias estructurales de hormi-
goén, a través de los cuales se pudiera cuan-
tificar la influencia de diversos pardmetros
de disefio sobre el comportamiento estruc-
tural (por ejemplo, para la tipologia de
puentes, las luces de vanos, los diferentes
grados de pretensado y las diferentes com-
binaciones de acciones).
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RESUMEN

En este articulo se presenta un estudio de la
influencia de los efectos térmicos ambientales so-
bre el comportamiento tenso-deformacional de
las estructuras de hormigén armado y hormigén
pretensado. Dicho estudio se basa en trabajos
previos de investigacién de los autores, relaciona-
dos con las distribuciones no lineales de tempera-
tura y sus efectos sobre el comportamiento de las
estructuras de hormigén y con el anilisis de es-
tructuras de hormigén, considerando la no linea-
lidad de los materiales.

Como resultado de estudios previos de investi-
gacion se presentan, a modo de ejemplo, las ac-
ciones térmicas y las distribuciones de tensiones
longitudinales autoequilibradas, inducidas por la
no linealidad del campo de temperaturas, que
hay que considerar en el dimensionamiento de
puentes de hormigén. Asimismo, se analizan di-
versas estructuras de hormigén armado y hormi-




gén pretensado sometidas a la accion térmica am-
biental, centrandose el estudio en aquellos aspec-
tos relacionados con las condiciones de ductilidad
y con la eleccién del grado de pretensado, res-
pectivamente.

SUMMARY

In the present paper, the influence of environ-
mental thermal actions on the behaviour of rein-
forced and prestressed concrete structures is ana-

lysed. Such study is based on previous research
works of the authors, related to nonlinear tempe-
rature distributions and its effects on the beha-
viour of concrete structures as well as on nonli-
near material analysis of concrete structures.
Thermal actions and primary stress distributions
to be considered in design in some concrete
structures are presented. In addition, several
reinforced and prestressed concrete structures
under environmental thermal effects are analy-
zed, focusing on ductility conditions and on the
choice of the level of prestressing, respectively.
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El libro, con un total de 1.150 paginas, se di-
vide en 11 capitulos. En el primero, el autor pre-
senta los esfuerzos creados por la accién del pre-
tensado, como unas cargas exteriores que, por es-
tar artificialmente introducidas, las podemos gra-
duar a nuestro antojo, haciéndolas que sean igua-
les y contrarias a las cargas actuantes. Este par-
ticular aspecto del pretensado se considera como
el m4s fecundo planteamiento a la hora del dise-
fio de una pieza.

El capitulo 2 comprende la obligada descrip-
cion de los sistemas mds comunmente empleados
para retener un alambre o cordén de acero de alta
resistencia. Para eludir nombres comerciales, se ci-
tan y agrupan los diferentes sistemas en base a los
principios mecdnicos que los determinan (reten-
ci6n por adherencia, por cufla, por remache, por
rosca). Para completar esas descripciones, el ca-
pitulo 2 termina con una répida informacién so-
bre la maquinaria auxiliar més frecuentemente uti-
lizada (equipos de inyeccion, empujadora de ten-
dones, grias de suspension de los gatos, etc.).

En el capitulo 3 no solo se recopilan los diagra-
mas tensién-deformacion de los alambres y cordo-
nes comerciales mds frecuentes, sino también sus
caracteristicas resistentes. En las tablas 3-3 a 39
(pdg. 157) se presentan las capacidades mecdnicas
y didmetros de las vainas de los tendones de alam-

bres o de cordones mds usuales, a modo de un in-
tento de tipificacidn, por ser los mds comunes en
los catdlogos comerciales. Con esta base de partida,
mds adelante, en las tablas 10-6 y 10-7 (pég. 818),
se definen las separaciones entre tendones y demds
dimensiones geométricas necesarias para determi-
nar la amplitud de la culata o cara dorsal donde
se sitian las placas de retencion de los distintos
tendones. Por tratarse de un capitulo donde se
consignan las propiedades mecédnicas de los ma-
teriales, junto con los fenémenos de fatiga, se tra-
tan los comportamientos del hormigén y de las ar-
maduras bajo temperaturas extremas, asi como
las pérdidas de tensiébn motivadas, tanto por los
rozamientos como por las deformaciones dife-
ridas.

El capitulo 4 estd dedicado a la ejecucion: dis-
posicion de las armaduras, tesado, inyeccién y cu-
rado. El andlisis que se desarrolla en cuanto al sig-
nificado de los alargamientos registrados durante
el tesado de la armadura activa, permite deducir
un procedimiento prictico para una directa va-
loracién de las pérdidas instantineas tratadas en
el capitulo anterior. El problema de los tesados
sucesivos, se establece en base a medidas directas
tomadas en la obra.

Los capitulos 5 y 6 estdn dedicados al estudio
de la distribucion tensional en las diferentes sec-
ciones de la pieza. Mientras que en el capitulo 5
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se plantea el problema en base al criterio de las
tensiones admisibles, el capitulo 6 analiza el pro-
blema del agotamiento resistente de la seccion,
bien sea como consecuencia de alcanzarse unos
acortamientos Ifmites en el hormigén, bien como a
causa de una simultdnea accion de flexiones lon-
gitudinales y transversales acompafiadas por es-
fuerzos tangenciales o cortantes, a veces también
combinadas con momentos torsores. El hecho de
que se hayan podido recopilar centenares de en-
sayos con sus variables perfectamente definidas,
ha permitido establecer principios y proponer mé-
todos practicos de cdlculo, cuyos resultados tedri-
cos se comparan con los obtenidos en los ensayos,
a fin de comprobar, no s6lo su ajuste a la realidad
experimental, sino su menor dispersién respecto a
los restantes métodos.

En el capitulo 7 se aborda el tema relativo a los
pretensados parciales. Una vez expuestos los cri-
terios generales mantenidos por diferentes autores,
se analizan, no solo las diversas definiciones de
“grados de pretensado” sino también la incon-
gruencia de toda comparacidon econdmica entre
soluciones que no ofrecen un mismo margen de
seguridad. El tema de los tendones sin adherencia,
ya iniciado en capitulos precedentes, resurge de
nuevo en esta modalidad.

El tema de las estructuras hiperestdticas preten-
sadas, se trata en el capitulo 8 con la intencién de
buscar la mds ficil comprensién, junto con el

méximo aprovechamiento prictico. El estudio de -

las soluciones mds apropiadas a la viga continua

de tramos simétricos, constituye uno dé los obje:”

tivos principales de este capitulo.

El creciente desarrollo comercial de las piezas
prefabricadas, ha inducido a reservar todo el ca-
pitulo 9, mds que a su fabricacion, a los problemas
que se derivan del transporte y colocacién de todo
tipo de piezas, asi como a las ventajas e inconve-
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nientes que supone la fragmentacién en dovelas o
segmentos parciales. A tales efectos, y tras un and-
lisis de las secciones-tipo mds frecuentes, se estu-
dian las particulares condiciones de los apoyos y
secciones extremas. Por razones inherentes al pro-
ceso constructivo, se inician en este capf{tulo, pa-
ra desarrollarse con mas amplitud en el siguiente,
los temas relativos a los efectos de la retraccion di-
ferencial en las piezas que, para facilitar su ejecu-
cién, se hormigonan en diferentes fases.

El capitulo 10 se inicia con el estudio del apro-
piado trazado de los tendones, tanto en las seccio-
nes criticas, como, muy especialmente, en las sec-
ciones extremas de retencién y apoyo. Las tablas
10-6 y 10-7, resumen las propiedades geométricas
de las culatas de anclaje en base a los tendones co-
mercialmente mdis generalizados. Los problemas
relativos a la fatiga, a la fisuracion, a la valoracion
de las flechas previsibles, a las alteraciones tensio-
nales producidas por el hormigonado en fases suce-
sivas, a la incidencia de estas fases en las pérdidas
diferidas, y los debidos a la posible inestabilidad
lateral de las vigas, son temas que se tratan en este
penultimo capitulo dedicado a las vigas.

Finalmente, en el capitulo 11 se resumen las
causas que pueden motivar la decisién de preten-
sar un determinado tipo de estructura. Las cubier-
tas de edificios singulares, los depodsitos de agua
con su variada tipologia, los depoésitos para alma-
cenar gas natural licuado con sus especiales proble-
mas de seguridad estructural, los depésitos para hi-
drocarburos en general, y las plataformas marinas

‘en sus diversas modalidades, son temas que se desa-

rrollan en este resumen final de las posibilidades
que el pretensado ofrece.

Este libro, editado por la “Libreria Editorial
Bellisco”, de Madrid, constituye una completi-
sima fuente de informacion para todos los inte-
resados en la técnica del pretensado.
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Célculo de estructuras espacialmente
perioddicas. Aplicacion a tableros de puente

1. INTRODUCCION

Consideraciones relacionadas con la eficien-
cia constructiva, la idealizacién estructural, la
estdtica o las ventajas mecdnicas y resistentes son
algunos de los factores que pueden motivar el pro-
yecto o el cédlculo de estructuras compuestas de
elementos idénticos encadenados entre si. Se pue-
den clasificar estas estructuras espacialmente perio-
dicas en dos grupos: estructuras ciclicas y estruc-
turas periddicas abiertas. En el primer grupo el
dltimo elemento. de la cadena se une al primero,
y todos los elementos estdn situados de tal forma
que un observador ciclico permanece sin modifica-
cién cuando la estructura gira alrededor de su eje
de simetrfa un dngulo 27/n, en donde n, es el nu-
mero de elementos idénticos. En el segundo grupo
los elementos se sitlian en serie abierta, de modo
que se puede distinguir el primero y el dltimo
elemento. Este segundo grupo de estructuras peri6-
dicas, se pueden extender de modo que incluya la
periodicidad en una, dos o tres dimensiones, deno-
mindndose estructuras peri6dicas lineales, bilinea-
les o trilineales.

El objetivo de este articulo es obtener un pro-
cedimiento de- célculo de la estructura completa
que tenga en cuenta su naturaleza periddica, some-
tida, sin embargo, a un conjunto de cargas arbitra-
rias no necesariamente periddicas. De este modo,
se comprueba que es posible efectuar este célculo
como una combinacién de cdlculos mds simples de
estructuras de dimension igual a la del elemento
idéntico que se repite y, por consiguiente, reducir
de un modo importante el esfuerzo computacional
necesario.

A continuacioén, se exponen algunos procedi-
mientos de cdlculo de las caracteristicas citadas
que son aplicables a los dos tipos de estructuras
periddicas, ciclicas y abiertas lineales.

A. Samartin

Dr.Ing.C.C.y P,

Catedratico de la E.T.S. de

Ing. de Caminos C. y P, de Madrid

2. ESTRUCTURAS CON SIMETRIA CICLICA
2.1. Definiciones e hipotesis

Una estructura se define como ciclicamente
simétrica de orden n con respecto a un eje O de
rotacién, si el aspecto elasto-estdtico que presen-
ta respecto a un observador ciclico, permanece
invariable por rotacién de la estructura, alrede-
dor de 0, un dngulo 2a/n. El aspecto elasto-estd-
tico comprende todas las propiedades de topolo-
gia, geometria, elasticidad y coacciones que son
esenciales a un cdlculo lineal de la estructura [1].

Una estructura con simetria ciclica, no nece-
sariamente posee un plano de simetria; por ejem-
plo, en la cipula de Brno que es ciclica simétrica-
mente, de orden 128, no existe un plano de sime-
tria debido a las conexionesde las barras [2].

En esquema, se puede considerar una estructu-
ra con simetrfa ciclica como un conjunto de n ele-
mentos idénticos unidos entre si en forma de ca-
dena circular (Figura 1). Los elementos en si
pueden tener una geometria, propiedades y apoyos
arbitrarios, pero la estructura como un todo con-
tiene caracteristicas periddicas. Ejemplos de este
tipo de estructuras son los casos de las torres de
refrigeracion apoyadas en soportes aislados, ctipu-
las sobre planta poligonal regular, estructuras es-
paciales de revolucién constituidas por barras, etc.
Algunas se muestran en la figura 2. Todas ellas
pueden ser calculadas bajo la accién de cargas ar-
bitrarias de un modo sistemdtico, utilizando las
caracteristicas mecdnicas de las subunidades que
constituyen el sistema. A continuacién se consi-
deran estructuras que pueden ser descritas median-
te un ntimero finito de grados de libertad. El nu-
mero de unidades que componen la estructura es
n. Cada unidad se designa por un nimero j (j =0,
1,2, .., n—~1) y estd conectada mediante q grados
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de libertad comunes, a cada una de las unidades
adyacentes. Estos grados de libertad (g d 1) de cada
interfaz entre los elementos j y j +1 (eventual-
mente n—1 y 0) se denominan con el indice j
(eventualmente n—1).

Se supone que cada unidad se discretiza en ele-
mentos finitos y/o barras, y estd caracterizada por
la matriz de rigidez k y las cargas equivalentes pg
en los nudos, Mediante condensacion de los grados
de libertad interiores, y conservando unicamente
los g(g d 1) de cada una de las dos interfaces, se ob-
tiene la siguiente relacion fuerzas-movimientos pa-
ra el elemento j:

ky; k d 0j
Pi| .. 11 Kya 1 + P(l)j @2.1)
P2 j k1 kg, d, 121

Se ha designado por el indice 1 6 2, respectiva-
mente, a los grados de libertad de la interfaz del
elemento j comunes con el anterior o posterior.

Py Y d, (oo = 1,2) representan los vectores
fuerzas sobre el elemento y los movimientos segin
los grados de libertad de la interfaz ¢. La dimen-
sién de estos vectores es gx1.

kg es la submatriz de rigidez de dimensién
qxq que relaciona py ¥ dﬁ.

pOJ es el vector de fuerzas equivalentes en los
gdl & la interfaz o. Su dimensién es gx1 y se con-
serva el superindice j, para indicar la dependencia
con el elemento j, es decir, las cargas no son en ge-
neral ciclicamente simétricas.

Se supone que existen fuerzas aplicadas Py di-
rectamente en los gdl externos de la estructura (j =
=0,1, ..,n-1).

Los grados de libertad en las distintas interfaces
se describen en coordenadas cilindricas con eje 0
y se utilizardn los términos axial, radial y tangen-
cial en el sentido apropiado respecto a estos ejes.
Con objeto de eliminar la posibilidad de movimien-
tos de solido rigido en la estructura, ésta debe de
tener al menos una coaccidn eldstica al movimien-
to axial, al menos en un nudo (y por consiguiente
en todos sus homologos en las distintas unidades).
De esta forma se asegura adecuadamente la inexis-
tencia de giros con ejes normales a 0, Por otra par-
te, para eliminar rotaciones respecto al eje 0, al
menos un punto (y por lo tanto todos sus homo-
logos) tiene que poseer una coaccion eldstica al
movimiento tangencial.

2.2. Anilisis de una estructura ciclica

Existen varios procedimientos de andlisis de
una estructura ciclica. Asi, la utilizacion del mé-
todo de la matriz de transferencia, adecuado dado
el cardcter 4rbol de la estructura, y el consiguiente
analisis espectral de esta matriz [3]. Otra posibili-
dad consiste en el planteamiento para los gdl de
cada interfaz de las ecuaciones matriciales de equi-
librio. De esta forma se obtiene un sistema de
ecuaciones en diferencias finitas que puede ser re-
suelto de acuerdo con los métodos usuales en el
analisis matemdtico [4] y [5]. En este articulo, se
planteard un procedimiento, conceptualmente

Elemento
Idéntico
i- 1

Fig. 1. Estructuras con simetria cfclica, Esquema.
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(a) Torre de refrigeraciédn. . X 0

N

(b) Cipula espacial.

(c) Lamina de cubiertaf

— cara inferior

cara superior

- — —— diagonales

KX
XK

P

et LT EL S

i

Fewapee—msnfommnee=

(d) Gelosia espacial.

Fig. 2. Estructuras periodicas. Ejemplos.
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simple, basado en la transformada de Fourier de
las cargas y caracteristicas de la estructura. Los da-
tos del problema son las matrices k.3, las fuerzas
iniciales p%g equivalentes a las acc:ones sobre el
elemento j y las fuerzas P} actuando directamente
en los gdl de la interfaz j.

Con estos datos, a partir de una subestructura,
es posible ensamblar la matriz de rigidez global en
coordenadas cilindricas, asi como las fuerzas tota-
les, obteniéndose el siguiente sistema de gxn ecua-
ciones lineales de equilibrio:

o | 1 1 1 1 5o ]

p: | P O Py
pP=|py |=|I Iz72 . 12D P2

pe | |1 1% pkeD | g

Pn-1 I IZ_(h - Iz D@D Pn1 !
con z =el"2™/M ¢ | = matriz unidad de dimensién

q, es decir, en forma compacta

kd=p (22.)
=7Zp 2.5b

o bien, en forma desarrollada P P ( )

ki;y tkyy Ky 0 0 o0 kyq do Po

kyq ki ko kyy 0o .0 0 dy P1

0 K, ki +ky kp O 0 4 |= (22b)

0 0 0 0 . ky+kyp Ky

3P 0 0 0 . ky kyg +k22_ | dn1 | | Pn-t |
con

d; el vector de movimientos en los gdl de la inter-
faz j

(G=0,1,2,..,n-1).

pj el vector de fuerzas conocidas en los gdl de la
interfaz j

(G=0,1,2,..,n-1)
con
p; =_p9,j-1 _pg,l +P;

El sistema anterior es quasicirculante, por lo
que de acuerdo con el Apéndice A, se puede re-
solver como sigue:

Se descomponen las cargas en serie de Fourier
discreta

2. .

—ik
nl con i=+v/_]

n-1 _ 4
p™ I pje @3)
. _]_0
en donde p; son los coeficientes de Fourier del
vector de cargas pgx que contiene todas las fuerzas
a lo largo de la interfaz k. Se observa el signo ne-

gativo en el exponente en la transformacién de
Fourier.

La expresién de estos coeficientes de Fourier es

(2.4)

Por consiguiente, el factor de cargas de toda la
estructura es:
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Por otra parte la matriz de rigidez global (2.2.a)
que es quasi circulante, puede expresarse de la for-
ma siguiente:

k=zBz! (2.6)
con
B, 0
By
B: v
0 Bn-1
n-1 .
Bj= T Ag zk
k=0
En este caso
Ag =kp1 tkyp =ko
A1 =k Tk
Ay =A3=..Ay =0
Ang =Ky =k]
con lo que se deduce
B; =ko +(k, +krf)cos% +
+i T - kl)senzm’k +ik,  27)

Las ecuaciones de equilibrio global de la estruc-
tura son:



kd=p

con lo que al sustituir en ellas las expresiones
anteriores, se obtiene:

ZBzZld=zp
o bien
d=zBlp=zd (2.8)
con
d=B1p

el vector transformado de Fourier del vector movi-
mientos d.

Expresando la ecuacioén anterior en funcién de
los movimientos en cada interfaz, se deduce

§=57"p, (2.9)
y por consiguiente

n-1 34Tk
dg= Z dj e

j:O

(2.10)

2.3. Método de célculo

En resumen, el procedimiento de célculo sigue
los siguientes pasos:

(1) Formar las submatrices de rigidez del ele-
mento periédico, es decir:

ko =kj; tkop 5 ki Fkyp (2.11)
(2) Calcular las inversas de las matrices hermi-

ticas, es decir, Bj'l , siendo:

Bj =ko +(ky +k];) cos gnﬂj +

+1 (T _kl)sen%’ﬁ 2.12)

(G=0,1,2,..,0-1)

(3) Calcular la transformada de Fourier de las
cargas actuantes en cada elemento j:

k
T pPre " (2.13)

En algunos casos particulares de cargas, como
las simétricas radialmente o verticalmente unifor-
mes, pueden ser calculadas estas transformadas de
un modo anal{tico.

(4) Determinar, utilizando las férmulas anterio-
res, los movimientos d; (transformada de Fourier)
y di, de cada interfaz entre elementos:

4 =B p; (2.14)

-1 4 27
1 n_]k

dg = Hje
j=o

=]

(2.15)

(5) Una vez calculados los valores de los despla-
zamientos, se deducen las acciones sobre el ele-
mento j, mediante la aplicacién de la expresion
(2.1), es decir:

Pi kyp kaz | | dy P?j
P1]|. k1 koo d, ) ng
J }

con
dy =dj, (eventualmente para j =0;d; =dy_1)
d2 - d]
Respecto al método de célculo anterior, convie-
ne hacer las siguientes observaciones:

La determinacién de Bj'l, representa un esfuer-
zo de célculo relativamente importante, ya que de-
be efectuarse n veces la inversion de una matriz de
dimensién gxq.

Si
con
27,
k =ko +(k; +k?) cos == j;
— 2m,

k, —(k}" —ky) sen —-j

entonces, se deduce
Bl =k, —ik, (2.17)

siendo
— 3 a
ks -(ks +ka ks ka)
- _ -1 -
Ky = (ks kg kg ky) ™ kg kiT

En el caso de que q sea pequefio, puede ser in-
teresante, proceder a la inversién de la matriz Bj,
en lugar de la férmula (2.17), mediante una matriz
simétrica ﬁj, de dimensién 2qx2q, que es equiva-
lente a la hermitica. La expresion de Bj, es

ke kg
B, =
kI K

La inversa de esta matriz se escribe

.
B;
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Es interesante comprobar que las férmulas
(2.17) representan la inversién de B; mediante sub-
matrices de orden gxq.

Por otra parte, se observa que para cada valor
de j, la matriz kg, cuya inversa hay que determinar,
es distinta. Si el nimero de orden ciclico n es im-
portante, una alternativa, con objeto de reducir el
esfuerzo de cdlculo que significa este ntimero ele-
vado de inversiones, consiste en resolver previa-
mente el problema de autovalores y autovectores
siguiente:

ko — N (k; k)| =0 (2.18)

Sean A =diag (Ag, A1, ..., Ap-1) los autovalores
y ¥ =g, ¥, .., ¥u-1) los autovectores. del pro-
blema (2.18), entonces, se escribe:
Wi w =0T [ko + 0k +KDcos 27§10 =K]
(2.19)
siendo

ky =diag (kgy) con h=0,1,..,n-1
27, —

=(n +coszgj)m;
con
my =y (kg kD) ¥

La inversa buscada, de kg es:

K=y ) T (2.20)
siendo

1
k) =diag | —

(\n +cos%{j) kf

2.4. Casos particulares

Un caso particular del cédlculo anterjor corres-
ponde a la actuacién de cargas ciclicas, es decir,
cuando se cumple la igualdad de acciones entre los
gdl de cada interfaz:

Po =P == Pn-1 =P (2.21)
En estas condiciones, los movimientos también
son ciclicos, y por consiguiente

dg =d; =-=dyq =d 222)

La ecuacién (2.2.b) se transforma, en este caso,
en una tnica para cada subunidad:

(k1g Tkyy Tkyp Tkyy)d=p (2.23)

La ecuacion (2.23), corresponde a la expresion

del principio de periodicidad estructural enunciado

y aplicado en [6], que dice: “En el cdlculo de un

sistema compuesto por una serie de elementos
idénticos, tanto en cargas, como en su aspecto
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eldsto-estdtico, sélo es preciso considerar un ele-
mento tipico, identificando los gdl exteriores, es
decir, los de las dos interfaces que lo conectan con
los elementos adyacentes. Este principio es aplica-
ble no sélo a estructuras ciclicas, sino a las espa-
cialmente periddicas en general”.

La aplicacién de este principio, puede efectuar-
se sobre el elemento tipico completo, con sus gdl
interiores sin eliminar mediante condensacién est-
tica. La figura 3, indica esta aplicacidn. Sean:

di, dl s d2

Pi>P1,P2

los movimientos y las fuerzas en los gdl interiores
y en las interfaces 1 y 2 del elemento, respec-
tivamente.

Las condiciones de simetria ciclica son:

d1 :d2 zde

Pi1 =P2 TPe

con p, carga exterior aplicada en los gdl de una in-
terfaz.

Las ecuaciones de equilibrio del elemento se ob-
tienen mediante los métodos standard del cdlculo
matricial de estructuras; con lo que resulta:

kij kijp +tkip di| _ |pi

kijtkyi Kyptkgtkiy k| |de Pe

con pj las cargas en los gdl interiores.

Es decir, para el cdlculo de la estructura puede
utilizarse un programa standard (SAP, ANSYS,
etc.), bastando uUnicamente, a efectos del ensam-
blaje estructural, numerar de un modo idéntico

Y%
Y
&

%
5
KX

AN
Y.

<]

)

>
W
L]

{a &)

Dy, Dy v Dg en gdl interiores, AA y BB respect.

Pl' N PA y PB " " " " Ul "

pero Pa=0 ¢ Pg=0 por simetria

Rp v Rg reacciones (Ry =-Rg)

[ K11 Kia Kis Dy} = P | + |D
Kar Kaa Kas Da Pa Ra

L K1 Kga Kgp Dg 0 Rg

Rg+ Ry =0 resuita

|
UL R L VW .- B Pri=| P
T T T
| Kia * Kig | Kaa* Kag +Kpp + Kpg | [Da| | Pa

Fig. 3. llustracion del principio de periodicidad estructural,



los gdl de los bordes (interfaces) del elemento y
referirlos a unos ejes locales (coordenadas cilin-
dricas) adecuados, como se indica en la figura 3.

Una simplificacién adicional aparece cuando
el elemento tipico posee un plano radial de sime-
tria, con lo que se cumple la igualdad

ki1 =ka

Las cargas con simetria ciclica que en general se
distribuyen de forma arbitraria dentro de cada ele-
mento, se pueden siempre descomponer, dentro
de cada uno, como suma de una distribucion si-
métrica mds una antisimétrica de cargas, respecto
al plano radial de simetria.

Cada uno de estos dos casos anteriores de car-
ga, pueden ser calculados imponiendo condiciones
de simetria o antimetria en los dos bordes del ele-
mento mitad, es decir, en los gdl situados en el pla-
no radial de simetria y en los de una de las interfa-
ces. Estas condiciones, como es bien conocido, son
para cada caso las siguientes:

(1) Simetria de cargas.

Los desplazamientos normales al plano de sime- '

tria de carga, y los giros con ejes contenidos en el
mismo son nulos,

Las acciones contenidas en el plano de simetria
(fuerzas en el plano y momentos con eje normal al
mismo) se dividen por dos.

(2) Antisimetr{a de cargas.

Los desplazamientos contenidos en el plano de
simetria de cargas y los giros con ejes normal al
mismo, son nulas.

Las acciones normales al plano de antimetria
(fuerzas normales y momentos con eje normal al
mismo) se dividen por dos.

A veces, la discretizacion en elementos finitos
no coincide con el plano de simetria (figura 4), por

lo que se pueden introducir las condicjones de si-
metrfa en los nudos de la interfaz, como se ha in-
dicado; pero en los nudos simétricos exteriores a la
misma, las de periodicidad deberan introducirse en
sus correspondientes ejes locales. Si Ay A’ son
puntos simétricos pertenecientes a un tunico ele-

Efemento finito
Eje Z de simetria
dp oblicua

X
. \er

Fig. 4. Introduccién de condiciones de simetrfa.

mento cortado por el plano de simetria, estas con-
diciones de simetria son en coordenadas cilindri-
cas.

Desplazamientos Giros

d; (A)=d(A) 0:(A) =0 (A’)
dz(A)=d,(A) 02(A)=6,(A")

Las condiciones de antimetria de la carga son
las anteriores cambiadas de signo.

Un caso particular muy interesante de sime-
tria ciclica estructural, corresponde a n =2, que
se suele denominar simetria oblicua. No serd tra-
tado especificamente en el breve espacio de este
articulo.

2.5. Ejemplo ilustrativo

Movimientos en la estructura reticulada de la
figura 5 correspondiente a un tridngulo equilatero.

P

Fig. 5. Estructura ciclica. Ejemplo ilustrativo.

Rigidez de una barra

4 2
o= [t 2]
2 41 L

Por consiguiente, se deduce en este caso:

_8EI .1 _2EI
o= T T
n=3; oz=2~7r

3

Transformada de las cargas:

—_1 igj
ppTye TR

‘Matriz de impedancia y su inversa:
4 EI
Bj=— (2 +cosqy) ; Bj‘l =L 1
L 4El 2 +cos Q

Los movimientos son
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2 .
&= X qei%k=

L 2 iogk-D)

= Pl
12 EI j=0 2 +cos ¢y
es decir
2 _
d0='—'——L 2 d] ela']:
12 ElI j=0
12EBI\3 15 36 EI
2 .
12 EI j=0
=P1 _L.._<l__2_>= SL P1
12EI\3 15 36 EI
2
d2=~L E d e 1% =
12 El j=o0 '
L
12EI\3 1,5 36 EI

Los esfuerzos en cada extremo de barra son:

Barra O:

Barra 2:
4 2] [—1 1

P2l g PL |7
1

6

P3

3. ESTRUCTURAS ESPACIALMENTE
PERIODICAS

3.1. Definicién

Existe otro tipo de estructuras compuestas por
multiples elementos idénticos, unidos en forma de
cadena abierta (Figura 6). En contraposicién a
las estructuras con simetrfa ciclica de tipo cadena
cerrada, aqui en las estructuras se puede distinguir
un primer elemento (elemento Q) y un ultimo de-
signado por n—1. Cada uno de estos elementos
presenta idénticas propiedades y condiciones de
contorno, a excepcidén de las interfaces extremas
(designadas por 0 y n) que pueden poseer otro ti-
po de condiciones de contorno.

Se observa que si se aplica una traslacién a un
elemento i, este coincide con el siguiente i+1; de
ahi el nombre de estructuras espacialmente pe-
riddicas. Esta periodicidad, puede referirse a una
traslacién o bien a una rotacién alrededor de un
eje 0. Ambas situaciones pueden ser tratadas de
forma unificada, considerando bien unos ejes rec-
tangulares cartesianos en el primer caso o unos ejes

4 2 1 1 | cilindricos con origen en 0 en el segundo, para des-
Po | g T BL e p cribir los q grados de libertad comunes en cada in-
L 36EI 1] * terfaz entre elementos.
2 Utilizando idéntica notacién que en el apartado
2.1, la relacién fuerzas-movimientos para el ele-
Barra 1: mento j es:
1 .
Pi 4 2 5 P.L = P1 ISTRR S d; p?J
_El v |2 _
= %E 1 P, = + o 3.1
P, Ll2 g4 | -1 3 P2 ; ka1 Ky ) ; p,’
(o] | 2 n-1 n
*—— e & — o— —e
& 0 2 I ® 2 — — n-l ——e
[ o— - 4 p— @ —e

a ) Estructura.

gdl en la interfaz

[ S———
—
07___. i
/

gdl en la interfaz

b) Elemento.

Fig. 6. Estructuras espacialmente periodicas.
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3.2. Andlisis de una estructura
espacialmente periddica

Existen distintos métodos de andlisis de estruc-
turas peri6dicas espacialmente, pero aqui sélo se
expone el andlogo al utilizado en las estructuras
ciclicas, y que estd basado en la aplicacion de la
transformacién de Fourier.

Se supone que existen coacciones adecuadas,
bien en algunos gdl de las interfaces intermedias
de la estructura, o bien en los gdl de las interfaces
extremas.

Con esta hipétesis, a partir de la ecuacion (3.1)
véilida para cada elemento, es posible, mediante
ensamblaje, obtener la matriz de rigidez global de
la estructura, llegando al siguiente sistema de
gx(n 1 1) ecuaciones lineales:

kd=p 3.2

en donde las matrices de rigidez k y vectores de
movimientos d y fuerzas o, son:

kiitkn,  ky 0 0
kyq kyytkyp ki 0
k= |0 k2 kigtkyy  Kkipp

con k,, y ky; las submatrices adicionales del
primero y ultimo elemento, respectivamente, en
las que pueden estar incluidas las condiciones es-
pecificas de borde.

Las restantes matrices y vectores se designan
como en el apartado 2 anterior. El sistema (3.2)
se escribe de forma que presente una estructura
matricial circulante, como sigue:

r 77 T r
ko k; 0 .. o0 kT [%
Kl ok k.. 0 o ||%
d
0 ki kg .. 0 0 2 | =
Ky, 00 0 . K k| |
L - Ldn

0 0
0 0
0 0
kiptky, ki
k1 ki1 tks;
fao | [eo | [60° 1 [P |
dy P1 —p§’°+p?’1 Py

d=1d; [;p=|p2 =" "Pg’l'i'P?’z TP
dn1 Pn-1 Ol plin-l Py
S I U N £ B E O

pot k’odo"'k? dn

Lpn"'k’n dyt+ky do

con

kg =ki1+Kky 3 ky =k

’0— 11+ Ky ’1_ 7o (33.)
Ko =kgp—ky ; K, =ky1 —kyy

Con objeto de resolver esta estructura, se proce-
de, como es normal en el cdlculo de estructuras, en
dos fases. En la primera se determina la rigidez de
la misma, considerando los gdl en las interfaces ex-
tremas 0 y n. En la segunda fase se calcula la es-
tructura supuesta ésta coaccionada totalmente en
sus extremos y bajo la actuacion de todas las car-
gas existentes, obteniéndose asi la solucion inicial.
La combinacién de los dos cdlculos de modo que
se satisfaga el equilibrio en los gdl de las interfaces
extremas, permite obtener la soluci6n final.

En ambas fases de cdlculo, se utilizaran los re-
sultados deducidos en el Apéndice A, en relacién
con las matrices circulantes.

3.3. Matriz de rigidez

Se puede deducir del sistema (3.2) con cargas

Po Y Pn Unicamente, es decir, p;=0enj=1,2, ..,
n—1. Para la resolucioén del citado sistema se defi-
nen las siguientes matrices hermiticas:

i+

2w
Bj= ko +(k; +kf)coanrl

+i(k}‘~ki)senni:—1j=ks +ik, (3.4)

P

P2 (3.3.2)

Phg
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con
i=v_1

Se han suprimido en (3,4), por comodidad de escri-
tura, los indices j, en las matrices simétricas kg y
antisimétrica k,.

j=0,1,2,..,n

La inversa de By, es:
Bl =k, ik, (3.5)

en donde kg y k, pueden determinarse de varias
formas. En particular, se pueden calcular median-
te las expresiones siguientes:

K, = (ks +k, kL k)™
Ka =K k, k!

Las transformadas de Fourier de las fuerzas
son

es decir, si se suponen que no existen fuerzas in-
termedias, s6lo en los bordes k=0 y k=n, se ob-
tiene

pj= [(Po +kp do'*'kf dy) +

1
n+1
+(Pntky dotkndn)e n+l! |

La transformada de Fourier de los desplaza-
mientos es:

1

T.=_1 ‘—1 5 T
dj hord BJ [(potKky d0+k1 dy) +
2mj,
+(pntky dotky dn)en+1 ]

Los desplazamientos reales se calculan mediante
la aplicacién de la formula de transformacién
inversa de Fourier, es decir:

En particular, los movimientos de las interfaces
extremas k =0y k =n, son:

dg = E 4;=8, (po+kj d0+kT d,) +
j=0
+8_; (pn Tk dotk;, dy)
(3.6)

2n

2 dje i1 =5, (po k) dotkl dy)+

n? i=0

30

+84 (pn +ky dg Tkp dp)

siendo
1 n
Sp=—— T B!
n+1 j=0
L2,
Sl=—1— % B'lelr‘*1J
n+1 j=0
. 2n
S . = 1 % Bl n+l!
T n+14=0

Se observa que se cumple Sy, =Sp 4n+1-

A partir de (3.6) se deduce la matriz de rigidez:
p k k d
o |_ [%o0 Xon 0 3.7)
Pn Kno knn dn

koo =S71 Sy — Kk
kon=—8"18_ —kI
kno==S7'S; —k;
knn =871 Sy — ki,
S==8; 8, +S4 S

con

3.4. Solucioén inicial

Finalmente, la solucion inicial, es decir, la carga
equivalente en los gdl de las interfaces extremas
(0, n) a una aplicada en los gdl de la interfaz inte-
rior h, con dy =d, =0 (empotramiento total) se
obtiene resolviendo el sistema:

_ Tra T _p -
T 0 0
ke k; O k1 d 0
T 1
k' ko k; .. 0 0 b
= | Pn
0 k; kg .. ko ki||°
dpq 0
k;, 0 0 .. 0 kg X
i 119 | |Pn]
3.8)

en donde P, y Pn son reacciones desconocidas,
por lo que en las ecuaciones correspondientes a
los gdl de las interfaces O y n, se conocen los mo-
vimientos d y dj, (3.8).

Procediendo andlogamente con la matriz circu-
lante, se obtiene:
21r j 2fr hj
pj——— [bo +pne ™1 +pyenl” |



27 . 21r
- hj
L [py +pne P 4p o el ]

ol

=1 3
n-+1
Los movimientos son:
no_g
dg = ZO dj e n+l (3.9)

Los movimientos en las interfaces 0 y n son,
por consiguiente:

do= 3 &=0
0 j§0 i
n _ —lﬂ_]
dy= Z dje =0 (3.10)
j=0

El sistema (3.10) permite obtener los valores de
las reacciones incdgnitas py ¥ Pn ¥ se puede escri-
bir como sigue:

21\'
. 1 -1 _
B, +S + - E B en+1 =0
So Po -1 Pn n+1 j=0 "Ph

(3.11)

.27 .

n i th+1)
Sy po+So Pn+ — z Ble ™ ! py=0

n+1j=0

La solucién de (3.11) es:

S_l 2w hj 27{- 1
b= |2 Bl eV n s so)|
n+1 Lj =0
(3.12)
-1 2 hj 21rJ
pa= S |2 ptenl” @it s +sl)W Ph
n+1 L_] =0
que puede escribirse en la siguiente forma:
Po=S"" (Sp+1 S — Sy So)
(3.12.2)

Bn =87 (=Sp+1 So — Su S1)
con Sy, definido anteriormente.

Conocidas las reacciones P, y Py, se deducen los
movimientos de la solucién inicial mediante (3.9).

3.5. Solucién final

La solucién final se obtiene como suma de la
inicial y la modal producidas por los movimientos
en las interfaces extremas, de forma que el equili-
brio se satisfaga en las mismas. Se designan con un
superindice F (final), I (inicial) y M (modal) para
indicar la correspondiente solucién. Por consi-
guiente, se escribe:

df =d +a}f (3.13)

Los movimientos dkM se deducen a partir de la
ecuacion de equilibrio:

Koo Kon dl(\:[ Po Po
+ =

Kno knn dlr\;l Pn Pn

(3.14)

con Py v P definidas en (3 12). Una vez determi-
nados los movimientos d™ y dM los restantes
se obtienen mediante la expresion:

21r.

n
jk
=3 e i (3.15)
j=0
siendo
~M_ 1l ol Mo T M
4 21rj
+(ky M +K difye nt1T ]
Los movimientos de dk son:
n 21r ik
d=3 de Tl (3.16)
j=0
siendo
_ 1 27rj 2n hs
4= nt1 B! [Bo+Bnc ™1 +pp e+l )

con Pg y Pp definidas en (3.12).

Una vez conocidos los movimientos finales dE ,
se obtienen las acciones sobre el elemento j, me-
diante las expresiones:

P1 ISTRER ST d p(l)J
= +| | G
P2 j Ky Kag dj+1 pY
]:1)2> ,n~—2

P1 kjtky, ki do

P2 kyy K22 d;

0

Pi kyp kg dn-1

P2 Ky kyptky dp

n-1

Una observacion ultima referente a la posibili-
dad de obtener la solucion final de forma mds
directa en los casos frecuentes de bordes libres,
es decir, con movimientos desconocidos dg y dy,.
Se supone en estos casos que las condiciones de
borde estdn incluidas en las matrices adicionales

ki1 yka.
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El procedimiento que se debe seguir, parte de
la ecuacion (3.3) con p; =0 para j #h;j=1,2, ...
y py, fuerzas conocidas, que se escriben ahora:

d
ke k; 0 .. 0 k| 0
T dy
KTk ko
o kT «k 0 a2
1 Y . =
0 0 ko ki ;1 1
T n-
k, 0 Kokl |, J
B J [
kp do +kT dy
0
0
= Ph (3.8)
0
ki d, +k do

La transformada de Fourier de las fuerzas de es-
te sistema de ecuaciones es:

(3.18)

es decir

[(kp do + K] dy) +

P n-+1

.2 . L2
~4=—j i=—jh
+(k; dg +K, dy)e "7 4+p e 0t (3.19)

La transformada de Fourier de los desplaza-
mientos es: ‘

d,=871p (3220)
cuya inversa conduce a los desplazamientos
reales

(321)
Particularizando la ecuacién anterior para k=0
y k=n, se deduce

do =S (kp doFk] dy)+S_; (kydotky dy) +
1 .27 .

n i==jh
+ — 2 Bj'len+1 Ph

322
n-+1 j=0 ( )

dn =8, (kj do K] dy) +8 (k; do +kj dy) +

32

n ﬂ +1)j

+ A > Bl eln+l(h 2 Ph

n+1 j=0

A partir de las ecuaciones (3.22) se determinan

los movimientos incégnitas dg y d,, como sigue:

d| [So Sa| [ko KF| [do
= +
d,| ISt So| ki Ky |dn
Sy |
+ Ph (323)
Sh+1 |
con n P27
Sp= - T Blentl
n+1 j=0
2,
1 n 1 i=— j(h+1)
Spay=—— X Bitentl
b+l n+1 j=0
es decir
do Sh
=f~! Ph
dy Sh+1
siendo
10 So Sn|l|kp kI
F= - (324)

01 S; So | lki ki

Si se denomina Sp=0y +i Py, la ecuacién
(3.23) se transforma en la siguiente:

do Oy Oy
= +
dp 0y O
Bo Bn ky K] ||do
+i +
B Bo ky knp|ldn
o | Bn
+ pn Ti Ph
Qh+1 Bn +i

Si se separan las partes reales e imaginarias de la
ecuacién, se obtiene al observar que dg y dy son
reales:

10 o o] [kp KI|| [do
01 o o |ky k|| |dn
Ay
= Ph
On+1




ky kI | |do Bn
== Ph
Bh+1

Bo Bn
By Bo

En la resolucién de los sistemas de ecuaciones
anteriores, es posible conservar el esquema parti-
cionado de las matrices, si se utiliza la igualdad si-
guiente de la inversién de matrices:

ky kp dn

-1
Fi1 Fio Hy; Hyp
Fy1 Fa Hy; Hpp
en donde

Hy; =(Fy; — Fyy Fj) 1:21)_.1
H,, =—Hy, Fy; Fyy

Hy, =‘F;21 F21 Hy

Hpp =(F,, — F2—21 Fa1 Hz1)—1

Una vez conocidas dy y dp, se obtienen los res-
tantes movimientos mediante la sucesiva aplica-
cién de (3.19), (3.20) y (3.21) con lo que resul-
ta:

27 . 27 .
n _2m n _im
=2 d carl = 3 B! pje ae1lt
i=0 1 j=0 !
1

n
> B[ dy +k) dy) +
n+1 J=0 § [(0 ] 1 I‘l)

FELY
+(k; dg tkpdy)e n+l” 4
L 2. L 2T,
i jh ~i == jk
tppe L ] e B =g (e KT dy) +
+S_k+1) (k1 do X7 dn) +Sp g Py
o bien en forma matricial:

ky ki ||do
dg =[S S_gea1y |

3.6. Ejemplo ilustrativo

Se considera una viga continua de tres vanos, de
secciéon y luces iguales, (Figura 7). Este ejemplo
en cadena abierta (simetria espacial) corresponde
a la contrapartida del estudiado anteriormente
con simetrifa ciclica.

Yo
PAN \ AN PAN PAN
o Q@ 1 ® 2 ® 3

Fig. 7. Estructura perioédica abierta. Ejemplo ilus-
trativo.

En este caso se tiene

n=3 ; k0=8E; k1=kT=2§1
L ! L
ki =k =0 k’o=k’n=4E—If

La matriz de rigidez se obtiene (para los gdl 0
y 3) de acuerdo con las férmulas (3.7).

El 27T _T
B:=4—= (2 +cosj®®) con o= —— =—
j =4 @ +oosj) ntl 2
Bfl—_-—i. 1
3 4 EI 2 +cosjo
L 3 L
S:_,,___’ S—S_'—_*. _ -
TS S AR 16EI( )
L .2 ., _ 16EL21
§S=S8,S0—S;S_{=(—) 5; Si=(—) =
050 — S35 (16EI) (L)5
_ EI |16 7 52 EI
Koo =S 1Sp—ky == | = -~ — ==k
00 0 0 |:5 3 } 15 L 33
EI|2 16 2 EI
ko =Sts —kI==|2. 2 _2|=2"=k
o e LL: 5 } s 20
52 2
]i:E'I_
I5L 1y 5

Las cargas equivalentes a una fuerza (momento)
en el gdl 1, se deducen de acuerdo con (3.12), re-
sultando (h=1):

sh+1—sz=i~ T pleo=_L 1
n+1j=0 ! 16 EI 3
o =S [S25 —8;Solp; =

1|1 2 2 7 4
=_ | (=H+Z. |P,=—P
5 [3( P73 3} st
p3 =S~ [-S;280 +8:8,]1p; =

=l _I_Z+ﬂ P1=—1_P1
5 33 9 15

El resultado final se deduce del sistema

52 2 dg 4

15SL |, 5| lag| 15 |4

cuya solucion es:
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dq _%
2

d ol
3 90

Los restantes movimientos son, de acuerdo con
(3.18):

di = (kpdo +K] dy) S_y +

+(k1d0 +k_;1dn) S—(k+1) +ph Sh_k

N [EREE

9 90”3
7 2., 2. 2]PL
+o-L 442y H 2=
Q-5 45 %) 3}‘&1
1
=1 [(=24).7+(=1)-(-2)+
16X3X90[( ) -1 (=2
+90 (-2 Pr=— 7 PL
El 90 EI
1
d, = _24 . (=2) +(=6) - (1) +
1 16X3x90[ (=2)+(-6)-(1)
El 90 EI
1
d, = 24 .1 4(—6)-(=2) +
2= 300 | 6)-=2)
+90.(-2) k=-4 PL
El 90 EI
1
dy = 24 - (=2) +(=6) - (7) +
3 16x3x90[ (-=2) +(=6) - (7)
El 90 EI

y los momentos sobre cada barra son:

13.20

Barra O

Po _E 4 2 do B 0 p

| L 2 4] |q) |7 P
Barra 1

o] g [¢ 2] [di B (-8

Lpl L 2 4 Ld2 B —2 15
Barra 2

P2 EI 4 2 d, 2 P

ps| T l24] |4, 0|13

4, APLICACION A TABLEROS DE PUENTES
4.1. Planteamiento del cdlculo

Una alternativa al método de la losa ortotropa
[9], para andlisis de tableros de puentes, es un pro-
cedimiento directo de cdlculo de estructuras que
reconozca la realidad de las vigas y losas que cons-
tituyen el tablero del puente.

Se calcula el tablero del tipo que se representa
en la figura 8. Los gdl entre interfaces que se consi-
deran son los movimientos (flecha vertical y giro)
de cada viga. Los elementos son las losas interme-
dias y por consiguiente n =n° de vigas —1.

El cdlculo se efectia mediante un método en
movimientos o de equilibrio, por lo que se evaltian
las matrices de rigidez transversales de cada ele-
mento —losas y vigas— que componen el tablero.
Se considera una solucién Levy, que implica sim-
ple apoyo en los extremos x =0 y x =2a del puen-
te.

En las figura 9 y 10 se presentan las matrices de
rigidez de los elementos losa y viga para el arméni-
co n. Es conveniente incluir, en las rigideces de

—

nx
P=P, sen——

0.20F € i

1.00 il HiE

0.35| | |0.35 l. | 0.70

A v x 1

1,20 2.70 l 2.70

1
(1]
=

..

L 2.70 270 |20l

Fig. 8. Tablero de puente. Ejemplo de aplicacion. Datos.
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flexion y torsién de la viga, la zona correspondien- - K,y
te de losa que colabora a la resistencia de la viga. K= Kii K| 2 |Ks Ky simétrico
Por consiguiente, existirin en general dos matri- K, Kis K4 —K;5 K,

ces de rigidez de las vigas de borde Ky vy Ky ¥

Ks K¢ K3 K,
una matriz de rigidez de la viga intermedia K.

Las ecuaciones de equilibrio se plantean en los K, =k,
grados de libertad situados en el cdg de cada viga. K, =Bk, +28k; +k,
Por ello, se trasladan las acciones de cada extremo K. =
3 =Bky TKk;

i de losa al cdg de la viga adyacente.
K =
Las matrices . de equilibrio de transformacién 4=ka
correspondientes son: Ks =—fkq Tks

K,=—f ks +2Bks +k
Pi=Tipi ; &=T{ Dy (i=1,2) ° - P

con f=by A
con
) 0 Las ecuaciones de equilibrio que resultan son:
T, = Vigaj=0
() toy 1 (K1 ¥Ky1) Do ¥Ky2 D1 =Ry
La matriz de rigidez de la losa, referida a los Vigasj=1,2, ...,n—1

centros de gravedad de las vigas contiguas, es: _
K1 Djg + Ko Ky HKy) D+ K12 Djs 1 =R 4.1)

Ky =T ki Tf

N Po) ka1 Ko 92

k k k -k -

13 1 3 |t s

con k. = ; k22— ; kjp=k

k k - ‘

3 5 k3 k2 k‘5 k26
Solucién exacta [7]' Solucién bandas finitas [8]:
k_mkk ¢ 3 .8 2-v 36

TI_ = K =—Z+- Sg—+n
'§+° E_s 1 2,13 5 35
5 =DM K= g -y 2,805 0+ 8
2 gts g-¢ R2_11+15(2_°)#+105“
3

2. c s k =—F% —(1+2\)+
K, =DA%k ; K = o ~rS— (1 - "
. R Ll (1 —v) 37,25 105

3 6 2-v, 9

3 k =—‘—-"“—u“‘+—,’l
k,=DXR ik, = + -4 3 5 35
4 4 s*¢ - a

3 .1 13 o
=+ — - —_—
k,_ =DA%k k_=—(r%— + ) 5722 57 Tios®
5 s+C §-S
1 2 3
K. =p-sg(@-Yp-—p
K =DAR K = (S =S 6 P 15 35
6 6 Tis T —c)
c s con
3
po—EN . am . mb
12 (1-19) 2a 4a

S=Shy ; c=Chu

Fig. 9. Matriz de rigidez de |a |osa para el arménico n-simo.
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by I by
I= inercia a flexion de la viga respecto a y-y.

J= inercia a torsién de la viga.
-—E
G= 2(1+9
q w
P= D=

Matriz de rigidez

P=K D

ent o -

K= ) con =2a
0 G

Fig. 10. Matriz de rigidez de la viga para el armonico
n-simo.

Vigaj=n
K21 Dn-1+(K22+Kv2) Dy =Ry
siendo R; la fuerza total existente en el cdg de la
viga j. :
El sistema de ecuaciones (4.1) puede transfor-
marse en circulante, mediante la técnica descrita

en el apartado 3 anterior. En este caso, las matrices
que hay que considerar son:

ko =K1 +Kyp TKy 5 k; =Ky,

k11=kyg 5 Kpp=Ky1 sK0=Kpp— Ky 5
k’n'_"Kn %)

4.2. Ejemplo de aplicacion

Se ha estudiado el tablero representado en la
figura 8, correspondiente a cinco vigas (n =4). Los
datos se han indicado en dicha figura, y en la nota-
cion de este apartado son:

N 2.70 .
| |

o20] | |

0.20 0.20

— 1o

l .00 | o070 | 100 ‘l

1.00

Viga intermedic
A=0.985 m?
vs=0.391 m
vi=0.809 m
1=0.1456 m?
J=0.09432 m*

22=20,00m; b=2,00m; E=3x10° tm™
v=0,20

Las caracterfsticas mecénicas de la flexién y
torsién de las vigas extremas e intermedias son

(figura 11):

Vigas intermedias:
1=0,1456 m*; J=0,09432 m*

Vigas extremas:
1=0,1399 m? ; J=0,09432 m*

La matriz de rigidez de la losa se ha calculado

mediante el procedimiento eldstico exacto y segin
el método de las bandas finitas. Los resultados ob-

tenidos son:

. Ciélculo de bandas

Cilculo eldstico exacto finitas

El = 395.53166 400.93093
ky, = 12.84089 12.88349
k3= 61.31347 61.36023
E,; = 39537460 —399.36878
ks = 61.10529 61.14966
kg= 6.36974 6.32828

Se comprueba la excelente aproximacién que se
alcanza con el método de las bandas finitas en la
determinacion de los coeficientes de la matriz de
rigidez.

Estos coeficientes de la matriz de la losa, al re-
ferirlos a los ejes en el cdg de las vigas son (b, =
=0,25; f=0,03927):

K, =395.53166

K, =12.84089
K3 =6131347
N 2.55 N
1 ]
0.20] | - j
1.00 0.20 0.20
— Tous

-—

11 0.85 [ o070 | 100

\j

Viga extrema

A=0.995 m?2
vs=0.400 m
v;=0.800 m
1 20,1399 m*
J =0,09432m*

Fig. 11. Caracterf{sticas de las vigas.
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K, =-395.37460
K5 =61.10529
K¢ =6.36974

Las constantes del cilculo son (unidades: tone-
ladas y metros):

D =2.083x10°
A=0.1571
u=0.1571
Las matrices de rigidez de la losa y vigas se de-

ducen, por lo tanto, de acuerdo con las férmulas
del apartado anterior.

2759 3545 2758 3535
_ 5597 3535 3571
K= imétrica 2758 3545
5597
244 0 218 0
szr Kvlsz2:
0 4114 0 3688

Los resultados parciales del cdlculo se relacio-

nan a continuacién:

ko =K;; +K;y, +K, =
0o —H11 22 v |:0 15309

g |27ss 383
PURIZ 0 3535 3571

2540 —3545}

5762 0 }

5

Kp=Kaz =R = L3545 1911

—-5516 0
k? +k, = .
0 7142

0 ~7070
k’f k=
7070 0

Las matrices auxiliares Bj son:

246 0 _6722i
Bl = ; B2 = 22 .
0 22452 17517 |°

_ [ 10224 4154i (4058 6722i
37 . ; bs= ;
41541 9530 *|-6722i 17517

(4058
| 6722i

4=

10224 4154 |
~4154i 9530 |

Las matrices inversas Bj'l son:

4 |4065 0 »
Bl = 1074 ;
0 045
676 2.60i
B! =[ 1074 ;
2 —2.60i 157 :
4 119 052
B =

107,
3 [-052i 128 ;
6.76 —2.601} iy

s |260i 157

[1.19 —0.52i .
= 10”
4 0.52i 1.28

Finalmente, las matrices S; s6lo presentan parte
real, ya que la imaginaria se anula idénticamente:

1131 0 |,
Sl= 10~ 5
0 1.23
8.58 —1.117
S, = 1074
111 0.3 |

608 —041]
S;= 1074,
041 —0.26]

(858  1.11 .
S5 = 107%;
—1.11 —0.13

[6.08 041 .
S; = 10™
—041 026

La matriz F resulta (3.24):

0.88 0.58 0.55 0.74
008 120 -0.11 -0.02
055 -0.74 0.88 0.8
0.11 -0.02 -0.08 1.20

cuya inversa es.

424 —430 —3.54 —440
L, |-061 152 062 070
~354 440 424 430

—0.62 0.70 0.61 1.52

Por consiguiente, aplicando la férmula (3.23) se
obtienen los movimientos incognitas segtn la posi-
cion de la carga P.

37



Carga aplicada en la viga V-3

g = 547x1072 | 547x107?

Y 531x1073 5 | -531x1073
Carga aplicada en la viga V-2

_|10.50x107 _ | 2.66x107?

' | 6.80x1073 57 |2.87x1073
Carga aplicada en la viga V-1

_ |16.18x1072 | 142x107?

' | Z9.90x1073 5 |-1.60x1073

5. CONCLUSIONES

Se ha presentado un método de célculo de es-
tructuras periddicas ciclicas y abiertas, que tiene
en cuenta esta caracteristica de periodicidad para
reducir de un modo importante el esfuerzo de
computacion preciso. Dado el cardcter general
que presenta el procedimiento presentado, este
podria ser implementado en una segunda gene-
racién de programas generales comerciales de
cdlculo de estructuras, en los que se consideren
los distintos niveles de subestructuracion y, por
consiguiente, las condiciones de periodicidad es-
tructurales.
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APENDICE A. MATRICES CIRCULANTES

Y QUASI CIRCULANTES

A.1. Matrices circulantes

Se denomina matriz circulante a la constituida
por filas que son permutaciones simples de una de
ellas, es decir, presenta la estructura siguiente:

ag 2y 4 . an

-1 3 2 - a2
A= |2y, a1 ap . ans | ={:i%:} (AL

ay :%) az . 3dg J

El problema de autovalores siguiente:
A Xj =bj Xj (A.Z)

tiene la solucién (puede comprobarse por sustitu-
cién):

"1 1

=

rz' nd ik
X:= | 2 y b= X agz”
! 1 K

_r‘(n'l)jJ

siendo
V1

n 2
r=V1=e®

Por consiguiente, los autovectores del problema
(A.2) estdn formados por las sucesivas potencias de
la raiz n-sima de la unidad. Los autovalores son
iguales a las transformadas discretas de Fourier
de la primera fila de la matriz A.

La matriz modal X satisface la condicién de or-
togonalidad, es decir:
X*X=XX*=nl
con X = {Xj} y X la conjugada transpuesta de X
I esla matriz unidad.

La descomposicién espectral de A es. -

A=XBX*=lXBx*
n

con B =diag {bj }.

H
H
i
!




Por lo tanto, las potencias de A se calculan co-
mo sigue:

AP =X B X' ={iq1}

Se comprueba que la matriz A" es también cir-
culante y su primera fila 3y, a3, ..., 3.1 se obtie-
ne como la transformada inversa de los autovalores
by, es decir:

n-

ag = bjh ik

1 1
n j=0
En particular, para h=—1, se obtienen los ele-
mentos de la matriz inversa (que es asimismo cir-
culante) mediante la expresidn
1l
— T — 5 (b #0)
n j=0 b

Ek =

Evidentemente, si alguno de los coeficientes de
Fourier se anula, 1a matriz es singular.

A.2. Matrices quasi-circulantes
Se define como matriz quasi-circulante a la

constituida por permutaciones de las submatrices
Aj en lugar de los escalares, es decir:

Ay A A Ang

Anl Ay A Ano
AT 1Ay Ang A Ans

A1 A A, Ao |

Se pueden mostrar las siguientes propiedades
de A

AXj=Xj Bj obien AX=XB
con
By 0
By .
B= (no diagonal)
0 B,
1 -
I
X=|Ir?
_Ir’(“'l)jd

I es la matriz unidad de igual rango que Ay

n-1 i
Bi= Z Agrd
17 2o K

Se supone que las matrices Bj admiten la des-
composicion espectral siguiente:

— ~1
Bj = CI)] QJ q)]
se deduce entonces
Si se define \,[/j =X ®; se obtiene
A Y= 8

Por consiguiente, los autovalores de Bj son tam-
bién un conjunto de los autovalores de A,

2,
Q= (matriz diagonal)
Qn -1

‘IIZ {\z/o, ¢1> ey wl’l-l }

AYy=y
Se deduce inmediatamente que
Al Y=y P
ie.
A" g = 9
A" X =X; (¢ ' Y
es decir
B =6 9 ¢j" =b]
y
Ag =% ‘n_-l BJh ik
j=0
RESUMEN

Se muestra un procedimiento de cilculo de
estructuras constituidas por una mds simple, que
se repite bien mediante una rotacién finita (estruc-
turas ciclicas) o segin una traslacién (estructuras
traslacionales). Es posible, segin el método que se
expone, obtener el comportamiento de la estruc-
tura bajo la accién de cargas arbitrarias, mediante
el cdlculo repetido de la estructura elemental mo-
dificada. De esta forma, estructuras con un niime-
ro elevado de grados de libertad pueden ser anali-
zadas con un esfuerzo computacional relativa-
mente pequefio, el preciso para el estudio de una
estructura de dimension igual a la de la estructura
elemental. Se muestran algunos ejemplos ilustra-
tivos muy simples, asi como una aplicacion al caso
prictico correspondiente a losas de tableros de
puentes rectos de vigas.
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SUMMARY

Structures with multiple identical elements that
are joined in a chain-like fashion are called spatially
periodic structures. These systems, either cyclic
structures (close chains) or translational structures
(open chains), can be analysed by using a simpli-
fied procedure. The behaviour of the whole struc-

ture under arbitrary loading can be obtained by
a repetitive analysis of elemental structures of the
same size as the one of identical elements. In this
way structures with a very large number of degrees
of freedom can be studied with a relatively small
computational effort. Some simple illustrative
examples are given and a practical application case
is also presented.

Jornadas sobre “La Industrializacion
Abierta, solucién para la modernizacién
de la construccion’’

Organizadas por el CERIB (Centre d’Etudes
et de Recherches de I'Industrie du Béton Manufac-
turé) y el GUS (Gesellschaft fiir Umweltplanning,
Stuttgart) y con el patrocinio del BIBM (Bureau
International du Béton Manufacturé) y el CIB
(Conseil International du Batiment pour la recher-
che, I’étude et la documentation), se van a celebrar
en Stuttgart (R.F.A)), durante los dfas 21, 22 y
23 de febrero del préximo afio 1990, unas Jorna-
das en las cuales se tratardn los siguientes temas:

1.— Procesos de concepcion/realizacién de las
obras: Aportaciones de la coordinacién dimensio-
nal.

2.— Produccion: Incidencia de la coordinacién
dimensional sobre el utillaje industrial.

3. Situacién actual de la coordinacién modu-
lar en la Comunidad Europea y a nivel internacio-
nal.

4 .— Procesos informaticos CAOQ/gestion de
obras/GPAO: Necesidad de la coordinacién di-
mensional.

5.— Ejemplos de realizaciones concretas: Bases
de datos, coordinacion, teletranscripcion de datos,
etc.

6.— Perspectivas de exportacion para las indus-
trias de la Comunidad.

En estas Jornadas, en las que intervendrédn dife-
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rentes expertos de la Comunidad Europea, se ex-
pondrd y discutird la situacién actual de la “Indus-
trializacién abierta”,

La “Industrializacion abierta” es una produc-
cién industrial de “Componentes” cuya compatibi-
lidad dimensional y tecnoldgica esté garantizada.
Es la posibilidad de una armonizacion de los proce-
sos de concepcion/realizacién de las construccio-
nes en la perspectiva del mercado comunitario de
1993.

Organizacion de las Jornadas

—Se celebrardn una serie de Conferencias, segui-
das de coloquio entre los Conferenciantes y los
participantes.

—Se expondrin ejemplos de realizaciones con-
cretas.

—Habrd traduccién simultdnea de las Conferen-
cias, en inglés, francés y alemdn.

Los interesados en participar en estas Jornadas
deberin dirigirse a:

CERIB BP 59

F-28232 EPERNON CEDEX (Francia).
Tel.: 3783 52 72.

Telex: 782048.

Fax: 37 83 67 39.
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Estructuras traslacionales en hormigon
armado. Deformaciones de segundo orden

1. INTRODUCCION

La Instruccién Espafiola del Hormigén en su
version del afio 88 y en anteriores, preconiza en
su art. 434 que la estabilidad de las estructuras
traslacionales serd comprobada de acuerdo con las
bases generales definidas en el art. 43.2, estable-
ciéndose las hipétesis bdsicas que permiten calcu-
lar las deformaciones de segundo orden, y de
acuerdo con ellas realizar la comprobacion de la
estructura.

En los comentarios al primer articulo, Ia
EH-88 indica que las estructuras usuales de edi-
ficacién con menos de 15 plantas en las que el
desplazamiento méximo en cabeza bajo cargas
horizontales caracteristicas, calculado mediante
la teorfa de primer orden y con las rigideces co-
rrespondientes a secciones no fisuradas, no su-
peren 1/750 de la altura total, cada elemento de
la estructura se puede comprobar con la longi-

tud de pandeo definida en los comentarios del.

art. 43.1.2 para estructuras traslacionales (mé-
todo simplificado), y con los esfuerzos obtenidos
aplicando la teorfa de primer orden.

Con esto la Instruccién pretende que las es-
tructuras més usuales no sean penalizadas con un
cdlculo realmente complicado, de dificil adop-
cién préctica debido a la falta de programas ade-
cuados en el mercado que resuelvan el problema.

En el caso de estructuras sometidas a importan-
tes cargas horizontales, aunque sean usuales las al-
turas entre plantas, o de estructuras que soportan-
do cargas horizontales normales tengan alturas inu-
suales, el espiritu de la EH-88 parece que no per-
mite que sean calculadas mediante el método sim-
plificado.

No es el objeto de este articulo entrar en el mé-
todo simplificado. Su aplicacién estd perfectamen-
te definida a partir de la EH-80, y también en el
articulo “El pandeo en la Instruccion EH-80” pu-

Rodrigo Berndrdez
Ingeniero Técnico Industrial
Magquinista Naval

blicado por Francisco Moran Cabré y Hugo Corres
Peiretti, como consecuencia de las conclusiones
a que llegé el Grupo de Trabajo de Pandeo nom-
prado para realizar una propuesta de articulado
sobre el tema, que ha servido de base a como este
estd tratado desde la publicacion de la EH-80. En
él se dan razones y sobre todo se introducen preci-
siones muy necesarias para que el Proyectista sea
consciente de su campo de validez.

Dicho articulo puede decirse que en esencia es-
t4d orientado a la comprobacién de soportes con
seccién y armadura constante en toda su altura,
definiéndose un factor « de la longitud de pandeo;
al multiplicar este factor por la longitud real del
soporte, se obtiene la longitud £, de pandeo de la
pieza primitiva, que se corresponde con la longitud
real de una pieza biarticulada de igual seccién que
la anterior.

La esbeltez mecdnica Ay, de la pieza, es el co-
ciente entre £, y el radio de giro de la seccion total
de hormigén en la direccién considerada. En fun-
cién de ella se establecen las cuatro zonas siguien-
tes:

Zona 0: Ay < 35
No hay pandeo y por lo tanto no es necesario
hacer ninguna comprobacion adicional.

Zona 1:35 <Ay <100

Los efectos de segundo orden se engloban en
una excentricidad adicional e, que si bien no tiene
sentido fisico, ha sido preparada para que también
tenga en cuenta los efectos de las deformaciones
diferidas (Art. 43.5.2 de 1la EH-88).

Zona 2: 100 < Ay, < 200

Se precisa un cdlculo mds riguroso de las defor-
maciones de segundo orden. Como métodos apro-
ximados pero con resultados satisfactorios en esta
zona de pandeo, los autores citan tres:

a.— Método de la Columna Modelo, expuesto
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en e] Cédigo Modelo del CEB.

b.— Método de la Deformada Senoidal, debido
aJJ. Arenas.

c.— Método de las Curvaturas de Referencia,
original de Hugo Corres.

Zona3:200 < Ay
Es preciso calcular rigurosamente las deforma-
ciones de segundo orden.

Por lo tanto, la acotacion de la zona en la que
estd incluida una determinada pieza, descansa en
la definicion del coeficiente basico & Un error en
su evaluacién puede invalidar el proceso de célcu-
lo que se realice.

Es prictica comtn obtener & a partir de los
nomogramas indicados en los comentarios al art.
43.12 de la EH-88, y es necesario insistir en las
precisiones que establecen los autores del articu-
lo que mds arriba se cita:

a.— Los nomogramas estdn basados en los tra-
bajos de Jackson y Moreland.

b.— Han sido preparados para soportes de pér-
ticos regulares de edificacion (iguales luces, alturas
e inercias) y de gran nimero de pisos y vanos, en
comportamiento eldstico y lineal.

¢.— Su aplicacién a pérticos reales de hormigon
armado en el rango no lineal, proporciona tnica-
mente resultados aproximados.

d.— Cumpliéndose los requisitos para uso de es-
tos nomogramas, el Cédigo ACI-318-77 y la Nor-
ma DIN 1045-72, limitan los valores minimos de
o a 1,2 para los pdrticos traslacionales y a 0,67
para los intraslacionales.

La Norma britdnica BS 8110 de 1985 en su art.
3.8.1.6.2 es todavia mds conservadora para los pér-
ticos intraslacionales, pues el valor minimo lo fija
en 0,75.

Leonhardt para los porticos traslacionales limi-
ta el valor inferior a 1,15.

Estos valores minimos no los contempla la EH-
88.

e.— Leonhardt advierte que la aplicacion de los
nomogramas a porticos que no cumplan los requi-
sitos con los que fueron realizados, puede dar re-
sultados del lado de la inseguridad.

f.— Las deformaciones de segundo orden indu-
cen en las jicenas momentos adicionales transmiti-
dos por los soportes. Estos momentos son de igual
signo en las caras dorsal y frontal de la viga en la
seccion de empotramiento con el soporte, y por lo
tanto mientras uno se resta el otro se suma a los
momentos determinados en el célculo de primer
orden. Dependiendo del incremento que estos mo-
mentos representen, puede ser necesario dimensio-
nar el dintel para el momento total.

Los métodos de cdlculo simplificado no con-
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templan la evaluacién de estos momentos adicio-
nales.

g.— Los giros de las cimentaciones pueden agra-
var considerablemente los efectos de segundo or-
den. También pueden hacerlo los desplomes por
defectos de construccién.

h.— Los métodos de cdlculo simplificado, estin
concebidos para ser aplicados a soportes en los que
en toda su longitud el axil estd contenido en el
mismo plano de simetria. Por lo tanto la EH-88 no
contempla la aplicaciéon de métodos simplificados
al pandeo en flexién-esviada.

i.— Si los esfuerzos debidos a las cargas perma-
nentes representan un porcentaje importante de
los esfuerzos totales, el incremento de las defor-
maciones debidas a la fluencia puede incluso du-
plicar las deformaciones de segundo orden.

Como consecuencia de estas consideraciones y
para las estructuras a las que no son aplicables los
métodos simplificados, es preciso idear sistemas
de cdlculo que prescindan de la determinacién del
coeficiente &, y por lo tanto de la longitud equiva-
lente £, de pandeo.

Estos sistemas serdn tanto mds rigurosos cuanto
mds se acerquen a las condiciones definidas en los
articulos 43.2.1 y 43.2.2 de la EH-88. Las de ma-
yor dificultad son las que se refieren a la fisuracién
y a lano linealidad del comportamiento de los ma-
teriales y de la determinacién de esfuerzos, pues
esto obliga a que el cdlculo se realice de acuerdo
con las siguientes premisas:

a.— Las cargas actlian sobre los nudos desplaza-
dos, y los esfuerzos se calculan teniendo en cuenta
la posicion real de las cargas. Esto produce nuevos
desplazamientos y por lo tanto nuevos esfuerzos.
Es por ello un proceso iterativo.

b.— Al considerar la seccion fisurada y los dia-
gramas tensién-deformaciéon de los materiales,
el producto E - I es distinto en cada seccién de la
pieza, puesto que es funcidén de las acciones exte-
riores que soporte cada una de ellas. Como en cada
iteracidn cambian estas acciones, también debe
hacerlo el producto E - I.

Se comprende asi que el comportamiento de la
estructura dependa de la armadura dispuesta, y a
distintos armados correspondan diferentes respues-
tas de la estructura, ya que esfuerzos, rigideces y
desplazamientos son magnitudes interdependien-
tes.

Esto origina que los métodos basados en defor-
maciones de segundo orden, exijan que los elemen-
tos estén previamente armados; son por ello méto-
dos de comprobacidon en los que no es posible apli-
car la facilidad que representa calcular primero los
esfuerzos y en otra etapa armar las secciones. Si
llegado al final del proceso, el Proyectista tuviera
que variar las armaduras, bien porque la estructura
fuera inestable o excesivamente segura, tendria




que iniciar desde el principio el cdlculo con la nue-
va armadura dispuesta.

Cuando la estabilidad de la estructura se com-
prueba con deformaciones de segundo orden, se
debe tener en cuenta que es un estado limite ul-
timo; por esto deberdn mayorarse las acciones
de cdlculo y minorarse las resistencias de los ma-
teriales. Las cimentaciones se calculardn para los
esfuerzos que resulten, habida cuenta que ya es-
t4n mayorados.

A continuacién se exponen diversos métodos
de andlisis de las deformaciones de segundo orden.

2. METODO DE ANALISIS P-DELTA

El andlisis de la estabilidad de segundo orden
mediante programas de cédlculo matricial, es co-
minmente conocido como andlisis P-Delta. En €l
se considera la no linealidad de aplicacién de las
cargas; es por lo tanto riguroso en este requisito.

Como ya se comentd, en el hormigén armado el
producto E - I es funcion de los esfuerzos a los que
esté sometida la seccién, y comunmente en los
programas se suelen dar estos datos como parte de
la definicién de la estructura y sin posibilidad de
cambio.

En general, los métodos basados en la matriz
de rigidez, consideran constante el valor de E -1
en el intervalo de definicion del elemento de la
estructura, y suponen la linealidad mecédnica del
material hormigén armado, es decir, que las ten-
siones son proporcionales a las deformaciones y
por lo tanto no tienen en cuenta la no colabora-
cién del material que esté fisurado, y en el que
no lo esté, la no linealidad entre tensiones y de-
formaciones.

Para paliar estos defectos, el Cédigo ACI en
su articulo 10.10.1 penaliza los valores de E -1
tanto en pilares como en vigas, recomendando
que se consideren los siguientes valores:

L la L s
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Pilares: E - I =Ep I - (0,20 +1,20 p - Ey/Ep)
Vigas: E-1=0,50 By, - I
Siendo:

Ig = Momento de inercia de cada elemento res-
pecto de su centro de gravedad, supuesta la seccion
total de hormigdn sin fisurar.

En, E; =Moddulos de elasticidad respectivamen-
te del hormigén y acero.

p = Cuantia geométrica de la armadura dispues-
ta respecto a la seccion total de hormigén.

En esencia, estos programas suelen operar de la
siguiente manera: dada una estructura y las cargas
exteriores que sobre ella actian, se determinan las
deformaciones de primer orden y los esfuerzos que
estas originan en las barras (Fig. 1).

Aislada cada una de las barras, las deformacio-
nes junto con las fuerzas que actiian sobre ellas,
generan un vector de cargas adicional (Fig. 2). Cal-
culado este vector, se suma a las cargas exteriores
que soporta la estructura, dando lugar a un nuevo
vector de cargas.

La matriz de rigidez se relaciona con el nuevo
vector de cargas y mediante la sustitucidn atrds
se calculan las nuevas deformaciones, y a partir
de ellas, las nuevas cargas en las barras.

Iniciado el proceso a partir de los nuevos es-
fuerzos y deformaciones, éste se finaliza cuando la
variacion de las deformaciones de cada una de las
barras entre dos iteraciones consecutivas, es infe-
rior a un valor previamente fijado.

En cada iteracién, se deberfa partir de la posi-
cién que tiene la estructura en la iteracién ante-
rior, sometiéndola al incremento de vector adi-
cional entre ambas posiciones. Finalizado el pro-
ceso, los esfuerzos y deformaciones de la estruc-
tura se obtendrian como suma de las correspon-
dientes a las deformaciones de primer orden y las
de todas las iteraciones realizadas; mds como las
deformaciones son normalmente pequefias en com-

Fig.1
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paracién con las dimensiones de la estructura, se
suelen despreciar las variaciones de longitud de las
barras y las nuevas matrices de cambio de coor-
denadas de ejes particulares de barras a generales
de la estructura, considerdndose por ello que la
matriz de rigidez de la estructura deformada es
igual a la que tiene sin deformarse. Por este mo-
tivo, en cada iteracién se somete la estructura ini-
cial al conjunto de cargas exteriores y de vectores
totales de carga adicional, obteniéndose directa-
mente los esfuerzos y deformaciones finales.

El elemento estructural que se desee estudiar
a pandeo, hay que dividirlo en un nimero idéneo
de barras; asf se obtienen secciones intermedias en
las que se calculan los esfuerzos y deformaciones
totales, y por lo tanto el pandeo de la barra en su
totalidad.

El proceso asi descrito, permite incluirlo en
los métodos matriciales de cédlculo de estructuras
planas y espaciales. Su aplicacién es cémoda y
con €l todavia es posible calcular primero los es-
fuerzos y proceder al armado de la estructura en
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una fase posterior. Tiene los inconvenientes apun-
tados al principio de este apartado, y para tener
én cuenta las deformaciones por fluencia, habria
que disminuir el médulo de elasticidad del ma-
terial:
E=Ey/(1 +¢)

siendo ¢ lo que el Cddigo-Modelo llama el coefi-
ciente de fluencia reducido.

Una forma de calcularle consiste en multipli-
car el coeficiente de fluencia del elemento estruc-
tural considerado, por la relacién entre los esfuer-
zos debidos a las cargas permanentes (Nep, Mcp) ¥
los totales de la estructura (N, M)

Nep - M
Coeficiente reductor de la fluencia = —e—— 2

Nt Mt

Abundando en los inconvenientes anteriores, si
se considera un material idealmente eldstico, es de-
cir, que cumpla la ley de Hooke en todo su interva-
lo de trabajo, el diagrama tensidn-deformacion se-
ria como el de la Fig. 3 a.

g s

Frf=

]
|
co MP/I?F.S‘/ on
i
|
~Fre/E ! !

S k/IE  Emax £

i
i
!
1
i
|
!
1

- Emax
I
!

|
|
|
1

~~~~~~ -frk




En la realidad, y refiriéndonos al material ace-
ro, se suele considerar para determinados tipos el
diagrama elasto-pléstico de la Fig. 3.b.

Definido el diagrama 0-€ de reaccidén del ma-
terial y la excentricidad e de la carga exterior apli-
cada, para cada valor de N se pueden definir las
deformaciones v que alcanzan las secciones de la
barra representada en la Fig. 4.

/Vll

Fig.4

ta todas las variables que intervienen en el traba-
jo del material hormigdn-armado, obviidndose to-
dos los inconvenientes que antes se han apuntado.

Definidas las dimensiones de la seccidn resisten-
te y su armadura, la forma operativa se describe a
continuacién en el supuesto de estructura plana
con los esfuerzos actuando en ese plano, que ade-
mds es de simetria tanto de la seccién como de las

C = coNSTANTE

VSRR \

Si la barra cargada excéntricamente tiene su sec-
¢i6n central trabajando en el intervalo eldstico de
su diagrama tension-deformacion, las tensiones en
las fibras extremas se calculan por la expresion:

0=N/A LN (V+e)/W

Para un determinado valor N = N serd 0 =fyy,
y a partir de aqu{, mientras que los métodos ma-
triciales de célculo consideran una prolongacién
indefinida del diagrama 0-€, lineas de trazos de la
Fig. 3.a y rama (b) de la Fig. 4, el comportamien-
to de la seccion de acuerdo con el diagrama de

la Fig. 3.b, se corresponde con la curva (c) de la -

Fig. 4.

A partir de N, la fibra mds cargada de la sec-
cién ha entrado en la zona pldstica del diagrama,
y su momento de reaccién crece més lentamente
que la deformacion v, ya que la plastificacién pe-
netra hacia fibras mds interiores.

La capacidad de carga se agota cuando se al-
canza el valor Ny llamado carga critica y en él,
el equilibrio es indiferente. Para cargas N << Ny
y deformaciones V < Vy, el equilibrio es estable.
Para deformaciones mayores a Vi, el equilibrio es
inestable y pequefias perturbaciones conducen al
colapso de la barra.

Una variante en la aplicaciéon del método P-Del-
ta que permite estudiar el problema tan rigurosa-
mente como se desee, consiste en determinar los
valores de E -1 a partir del diagrama que relacio-
na la curvatura con el momento de reaccién de la
seccion. De esta manera se pueden tener en cuen-

4 VK

Ve \'%
armaduras. Con estos requisitos, las deformacio-

nes estdn contenidas en ese plano (Fig. 5). El coe-
ficiente de fluencia reducido se supone .
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Fig.5

Para un determinado axil Ne que soporta la
seccidn, se quieren calcular los momentos de reac-
cién M, para las diferentes curvaturas que la sec-
cién puede adoptar.

Suponiendo que el diagrama 0-€ del hormigén
sea el pardbola-rectdngulo, para la curvatura 7y la
deformada de la seccion estard comprendida entre
las posiciones extremas que se indican en la Fig. 6.

Definidas las deformaciones €; y €, de la fibra
mds comprimida de la seccion y los axiles Ny y N,
de reaccién para las dos posiciones indicadas, se
puede interpolar en el diagrama de la Fig. 7, ha-
lldndose la deformacién €, de la fibra mds com-
primida de manera que para la curvatura v, el axil
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de reaccion de la seccion sea Ny =Ng; en esta si-
tuacién, se puede calcular el momento M; de reac-
cion.

Variando los valores de v, se puede confeccio-
nar el diagrama de la Fig. 8 del que se obtiene el
valor de E - I para el momento exterior M, real-
mente soportado por la seccion.

El diagrama representado se supone para mo-
mentos actuando en el mismo sentido; si los mo-
mentos pudieran cambiar de sentido y la seccion
o las armaduras no fueran simétricas respecto del
plano representado por el eje “y”, el diagrama de-
beria ser ampliado.

Las diferentes barras en las que se deseen estu-
diar las deformaciones de segundo orden, deben a
su vez ser discretizadas en intervalos adecuados y
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asi consideradas en la definicién de la estructura
(Fig. 9).

1

Fig.9

En cada iteracién de célculo con la estructura
global, debe operarse con los nuevos valores de
E -1 que para el axil N; y el momento M;, se ob-
tienen en las secciones a partir del diagrama cur-
vatura-momento de reaccion.

Las cargas consideradas deben ser las exterio-
res (constantes en todas las iteraciones), y otras
que son variables al depender de las deformaciones
obtenidas en la iteracién precedente. Esto define
un vector adicional de cargas causado por el axil
desplazado respecto de la posicién inicial de la
seccion.

Al variar las caracteristicas mecdnicas de las
barras, en cada iteracion es preciso calcular la nue-
va matriz de rigidez.

Suponiendo que en ninguna seccidén se sobrepa-
se la capacidad a rotura, el nimero de iteraciones
serd tanto mayor cuanto mds ajustada se haya pro-
yectado la estructura.

(ver7ICE MAs
comPriMIpo) R

SECCION DEFOAMAPLA

8 (VERTICE MENDS
COMPRIMIPO)

CURVX = cURV. (oS X
CURVY = CURV.Sen

Fig.10

El método se complica mds al considerar mo-
mentos en dos direcciones, puesto que entonces
también opera como variable la inclinacién de la
fibra neutra (Fig. 10).

Para diversas inclinaciones &« de la FN y fijado
el axil Ng, se pueden definir diagramas andlogos al
de la Fig. 11. El elegido serd aquel en el que
el valor My; = My, se obtenga en la misma abs-
cisa en que My = My, en cuyo caso se pueden
calcular las rigideces en las dos direcciones.

En conclusion se deduce que para aquellos
elementos estructurales que se consideren singu-
lares, puede ser sumamente complicado estudiarlos
teniendo en cuenta todas las variables del proble-
ma. Es por ello preciso adicionar rutinas a los pro-
gramas de cdlculo matriciales, para que faciliten
la determinacion de las variables que intervienen
como datos en el siguiente proceso iterativo.

Puede también ser conveniente idear nuevos mé-
todos que aplicados globalmente a toda la estruc-
tura o localmente a alguno de sus elementos, el
Proyectista los considere satisfactoriamente estu-
diados. En cualquier caso, cuando el Ingeniero dis-
pone de diferentes herramientas, puede elegir la
mds idonea con el objetivo de llegar a la solucion
adecuada con la menor complicacion en sus cdlcu-
los.

En esta idea, se expone a continuacidén un mé-
todo alternativo.

3. METODO ALTERNATIVO PARA ESTUDIAR
LAS DEFORMACIONES DE SEGUNDO ORDEN

3.1. Variaciones en las leyes de esfuerzos

En un elemento sometido en su extremo A a la
accion de la fuerza N (Fig. 12), cuando se conside-
ran las deformaciones de segundo orden se produ-
cen variaciones en las leyes de axiles, cortantes y
flectores.

Na =N -cos &

QA =N sen &
Los esfuerzos en la seccion B serdn:

Np =N - cos (g + do) = N “ cos @
Qp =N " sen (&g + do) = N - sen ¢,
dy
Mg =Qp -ds=N -sen & mé
=N - dy

Como las deformaciones son pequeflas respec-
to de las dimensiones del elemento, con suficiente
aproximacién puede suponerse que los esfuerzos
en la seccién C son:
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YA LV Nc =N-cosa
@f Qc =N sen&
Mc =N (ya—¥c)

Considerada una columna en voladizo con el
esfuerzo N en su coronacion, la aplicacién de las
anteriores expresiones produce las leyes de esfuer-
zos representados en la Fig. 13 (lineas de trazos
continuos).

En los casos normales de valores pequefios de
«, puede considerarse la pieza dividida en inter-
valos con « constante en cada uno de ellos, y con
suficiente aproximacioén las expresiones anterio-
res pueden transformarse en las siguientes:

N.=N
Qc =N -taga=N - (y5 — Yo)/Xc
M =N (yp —Yc)=Qc %

RXILES CORTAMTES FLECTORES

Fig,13
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